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AVERTISSEMENT. 



Le quatrième Volume, qui paraît aujourd'hui, comprend à peu 
près les matières ajoutées au programme d'examen de la Licence 
es Sciences mathématiques à l'époque où le Tome I venait d'êtrr 
mis sous presse. 

Cette partie complémentaire, qui forme le Livre VI de l'Ouvrage, 
et dont le commencement se trouve déjà dans le Volume précédent, 
a été rédigée pendant le cours de l'impression, à l'aide des maté- 
riaux dont je pouvais disposer et à peu près suivant le plan an- 
noncé à la fin de la Préface du Tome L 

Elle se compose de quatre Chapitres, dont les deux premiers 
sont la reproduction presque textuelle de la deuxième Partie de ma 
Tliéorie élémentaire des quantités complexes, publiée en 1868. 
J'ai seulement ajouté, à la suite du paragraphe qui traite du déve- 
loppement des fonctions synectiques en séries périodiques, un 
nouveau paragraphe contenant la démonstration de la série de 
Fourier, d'après Dirichlet. Il m'a semblé utile de rapprocher ces 
deux développements, de forme identique en apparence, mais de 
nature si différente, et fondés sur de tout autres principes. 

Le Chapitre III a pour objet l'étude des fonctions multiformes, 
dont j'ai trouvé les éléments dans la Théorie des fonctions dou- 
blement périodiques de MM. Briot et Bouquet, et surtout dans le 
Mémoire de M. Ed. Weyr, cité dans ma Préface (*). J'y traite en 
particulier, avec développement, la théorie de l'inversion des inté- 



(") Zur Théorie der cUiptischen Funetionen ; Prag, 1876. 
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grales à périodes, en prenant pour exemples les intégrales circu- 
laires et elliptiques. 

Le quatrième et dernier Chapitre est consacré à l'élude spéciale 
des fonctions elliptiques. Après avoir exposé la réduction des in- 
tégrales elliptiques aux formes normales et les conséquences 
immédiates du théorème d'addition, je donne, en suivant la marche 
tracée par MM. Briot et Bouquet, les décompositions des fonctions 
elliptiques en séries de fractions simples et en produits infinis, 
les propriétés des fonctions que ces auteurs représentent par 
0„(m), et qui sont, à des facteurs constants près, les fonctions 
^n{x) de Jacobi, puis le développement des fonctions elliptiques 
en séries trigonométriques. J'établis ensuite, d'après Gudcrmann, 
la transformation de Landen, avec ses applications au calcul numé- 
rique des fonctions elliptiques. 

Je termine par l'exposition des propriétés les plus importantes 
des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce, et je 
donne, dans le dernier paragraphe, des Tables abrégées pour le 
calcul numérique des fonctions elliptiques, avec une courte in- 
struction sur leur usage. 

Dans tout ce Chapitre, j'ai fait usage de la notation de Guder- 
mann, qui m'a semblé la plus courte et la plus commode, et 
qui est déjà adoptée par un grand nombre de géomètres. 

J'aurais désiré faire suivre ce Livre VI d'un recueil d'exercices, 
comme je l'avais fait pour les Livres précédents ; mais je n'ai pu 
trouver encore le loisir nécessaire à l'exécution de ce travail, pour 
lequel je n'avais pas à ma portée les mêmes secours que pour les 
autres recueils. J'espère pouvoir combler bientôt cette lacune en 
ajoutant au Tome IV un Supplément, qui contiendra des exercices 
sur les diverses théories exposées dans le Livre VI et sur les prin- 
cipales applications des fonctions elliptiques. 

J. H. 

Bordeaux, janvier 1881. 
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LIVRE SIXIÈME. 

THÉORIE DES FONCTIONS DUNE VARIABLE COMPLEXE. 

APPLICATIONS 
A LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

(Suite.) 



CHAPITRE II. 

APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 



§1. 

DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES D*UNE ÉQUATION 
COMPRISES DANS UNE AIRE DONNÉE. 

1167. Nous avons vu [1164] que, dans Tétendue d'une aire 3if 
l'excès M du nombre des zéros d'une fonction uniformey(z) sur le 
nombre de ses infinis est égal au résidu intégral de la fonction 
D, \ogf{z) relatif à Taire 3, c'est-à-dire à l'intégrale 

Désignons par la caractéristique A l'accroissement d'une fonc- 

H. — Cours de Cale» infinît,, IV. I 
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tion non uniforme, représentée par une intégrale, lorsque cette 
intégrale est prise tout le long du contour de 2i. D'après cela, en 
représentant par z^ la valeur de la variable z en un point du con- 
tour, par Z| la valeur de la variable au même point lorsqu*on a 
fait croître son argument de 2 7r, de sorte que 

et par Fo, F| les valeurs correspondantes de la fonction multi- 
forme F ( z ) , on aura 



i 






On trouve ainsi, en particulier, 



L 



î^=log^=:Alogy, 



et de plus 

J^ dz , z, 
— =: log— =: Al0gZ= lltl. 
^Z Zo 

Donc la valeur de l'indice intégral relatif à Taire ^ pourra se 

mettre sous la forme 

A log/ 



M = 



A log 2 



Cette expression de la différence entre les nombres de racines 

•des équations 

/==o, /=oo 

a reçu de Cauchy le nom de compteur logarithmique. 

1168. Supposons, par exemple, que/soit un polynôme entier 
du degré n, 

Il est clair que l'équation y = oo ne peut avoir de racines finies. 
Donc la somme M ne contient aucun indice négatif, et, par suite, 
elle est égale au nombre des racines de réquationy= o. Prenons 
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pour 2i un cercle aussi grand que Ton voudra. Nous aurons 



log/=:/ilog3-}- log 



^•+^i) 



X désignant une quantité qui ne devient pas infinie pour z= oo . 
Donc 



A log/— /* A log3 -f- A log ( fl<, 4 j 



d'où 



A log/ 

^- = « + 



Alog^^o-^- j) 



A log2 A log2 

Or, pour z assez grand, le module de - devient inférieur à 

celui de ao> d'où il résulte que logfa^H — j reprend sa valeur 

primitive, lorsque z a parcouru la circonférence entière ( * ). 
Donc 

Alogfa^j-h H — Alog^Q—o, 

et, par conséquent, 

A logz 
L*équation y== o a donc n racines. Ainsi nous obtenons encore 



(' ) Soient, en effet, mod. - <^ i, - = rc'', r étant < i . On a 



A log(ii ->rv)=. \ log« -h A loç ( i-h - j > 

1 -h r 006^ = p C08 f» 

Puisque r est < i, i + r cosp sera toujours positif, ainsi que cos f. Donc l'argument f 
de I H- * ne croit pas d'une circonférence, et par suite log ( i ^ ~ ) reprend sa valeur 
primitiTe, après que z a parcouru le contour de ^. Donc 

Alogn-H-j = o, et Aloç(«n-t') = Alog«. 

On peut donc, dans la somme ii-hf, négliger, pour le calcul de Alog(u + (')f la 
partie v dont le module est moindre que celui de u. 

I . 
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une nouvelle démonstration du théorème fondamental de la théorie 
des équations. 

H69. Ou peut énoncer d'une autre manière le théorème du 
nM165. Soit 

d'où 

u =R cosP, «' = R sinP, - = colP. 

Lorsque la variable z a fait le tour de l'aire ^y f[z) reprenant 
sa valeur, ^o^f[z) a crû d'un multiple de 2 7ri, et nous avons vu 
que cet accroissement Alogz est égal à 2 7ri multiplié par l'excès M 
du nombre des zéros sur le nombre des infinis. 

Il s'ensuit de là que log/(x)= logR -f- iP croît de aMiri, et, 
par conséquent, l'argument P croît de aM^r. 

Considérons maintenant (fig* 91) une droite indéfinie dans les 
deux sens, mobile autour du centre du cercle sur lequel se me- 
surent les angles, et tournant dans un sens quelconque. Chaque 

Fig. 91. 



/' 



/ 



/••P 




fois que l'une ou l'autre des directions de la droite passera par le 
point A, la droite avant décrit un angle P = — hki:, la cotangente 

de cet angle P, représentée par la ligne AC, s'annulera. De plus, 
elle s'annulera en passant d'une valeur positive à une valeur né- 
gative si à ce moment l'angle P va en croissant, et, au contraire, 
elle s'annulera en passant d'une valeur négative à une valeur posi- 
tive si l'angle P va en décroissant. 

Si à la fin du mouvement l'angle P a repris sa valeur primitive, 
la droite OC aura dû passer par le point A autant de fois en allant 
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de droite à gauche qu'en allant de gauche à droite. Si Tangle P a 
crû de ir, OC aura dû passer par A une fois de plus en allant de 
droite à gauche que de gauche à droite. Si l'angle P a crû de aMw, 
OC aura passé a M fois de plus par A de droite à gauche que de 
gauche à droite. Donc cotP se sera annulé 2 M fois de plus en 
passant du positif au négatif qu'en passant du négatif au positif. 
Donc, lorsque l'argument P dej'{z) croîtra de a Mît, la quantité 

- = cotP s'annulera 2 M fois de plus en passant du positif au négatif 

qu'en passant du négatif au positif. 
Si donc on pose 



et qu'en faisant parcourir à z le contour entier d'une aire ^ on 
compte combien de /bis le l'apport -s' annule en passant du positif 

au négatif, et combien de fois il s'annule en passant du négatif 
au positif, l'excès du premier nombre de fois sur le second sera 
le double de l'excès du nombre des racines de l' équation f{z) = o 
comprises dans l'aire 3i sur le nombre des racines de l'équation 
y(z) = Qo comprises dans la même aire. 

Si la fonction y*(^) n'a aucun infini à l'intérieur de 3, l'excès 
en question sera précisément égal au double du nombre des racines 
de l'équationy(z)= o contenues dans ^, 

H70. Soit, en particulier, une fonction rationnelle et entière 

/( z) = a,^ 2'» 4- «1 3'"-* 4- ... H- «m. 

Cette fonction ne deviendra pas infinie pour des valeurs finies de z. 
Prenons pour contour un cercle de rayon infiniment grand /*. Le 
premier terme aoz"* deviendra infiniment grand par rapport à la 
somme de tous les autres, et l'on pourra poser, e étant infiniment 
petit. 

Soit maintenant 

On aura, à des quantités près infiniment petites par rapport à celles 
que l'on conserve, 

u = >r"»cos(m/? -\-0), v = 'kr^*^ s\n{mp 4- ô). 



6 LIVHB VI. — CHAP. II, § I. 

d^où, à un infiniment petit près, 

- =zcoi[mp -h 6). 

Si maintenant z fait le tour du cercle , p croîtra de 27r, et 
mp -h 6 de 2/7271. Donc coi[mp ■+- 9) s'annulera 2m fois en passant 
du positif au négatif, sans jamais s'annuler en passant du négatif 
au positif. Donc l'équation y(z) = o a m racines dans l'intérieur 
du cercle infini. 

d471. Pour déterminer la difiiérence v — v' entre le nombre de 
fois V que -> en s'annulant, passe du -f- au — et le nombre de 

fois v' qu'il passe du — au -f- tandis que z parcourt le contour 
de !^, Sturm a fait connaître le procédé suivant, qui est une exten- 
sion de celui qu'il avait donné pour le cas des racines réelles. 

Prenons pour contour de <3 une ligne qui se compose de parties 
C, C, . . . , sur chacune desquelles x et y soient exprimés en fonc- 
tions rationnelles d'une troisième variable t. Pour chaque partie, 
u el V seront exprimés également en fonctions rationnelles de t, de 

sorte que le rapport - se changera dans le rapport - de deux fonc- 
tions entières de t. Le problème se ramènera alors à trouver la dif- 
férence V — v' pour chacune des parties C du contour. La somme 
de toutes ces valeurs donnera le nombre a M. 

Divisons maintenant U par V, puis V par le reste — V| de la 
première division, puis Vi par le reste — Vj de la seconde divi- 
sion, et ainsi de suite ( * ). On finira par arriver à un reste constant 
— V/ï ; car U et V, ne s'annulant pas à la fois sur le contour, n'ont 
pas de facteur commun. Soient maintenant, dans le sens des 
mouvements positifs, a et b les extrémités initiale et finale de la 
portion de contour C. Alors v — i/ sera égal à l'excès du nombre 
des variations que la suite 

U, V, Vl, . . ., V;, 



( * ) Si u est de degré inférieur à celui de V, le reste de la division de U par V sera U, 
et l'on prendra V, = — U. 
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présente au point b sur le nombre des variations que la même suite 
présente au point a. 

La démonstration est la même que pour le théorème relatif aux 
racines réelles. On fait voir qu'un changement de signe de l'une 
des quantités V, V^ , . . . n'a pas d'influence sur le nombre des 
variations. U et V ne peuvent pas changer de signe en même temps. 
Donc, si u =0 pour t = c, on aura à considérer les cas suivants, 
( désignant un accroissement compté positivement de a vers b : 



c — e 



c -j~ s 



u 



U 



4- 



U 



-+- H- 



u 



Dans le premier et le quatrième cas, - passe de -h à — ; donc, 

dans le passage par le point c, v augmente d'une unité, et en même 
temps il se produit une variation de plus, de sorte que l'accroisse- 
ment du nombre des variations donne bien l'accroissement de 
V — v'. 

Dans le deuxième et le troisième cas, -- passe de — à +, i/ croît 

d'une unité, et par suite v — 1/ diminue d'une unité . Mais en 
même temps le nombre des variations diminue aussi d'une unité. 
Donc le théorème continue à subsister. Or, comme il ne peut y 
avoir de changement dans le nombre des variations que lorsqu'on 
passe par un point c, le théorème est complètement démontré. 

1172. Pour mettre en pratique cette méthode, prenons pour 
contour celui d'un rectangle dont les côtés soient parallèles aux 
axes coordonnés, et qui ait pour abscisses extrêmes x^ et X et pour 
ordonnées extrêmes j'^ et Y, en supposant 

•^0 "^^ '*•» >) "^ ^' 



Le contour se composera de quatre parties : 

C correspondant à jr=jr^^ depuis xr= x^ jusqu'à x: 






JC 



0» 






y — 



= X; 
= Y; 

^0- 
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Ainsi, dans chacune des quatre portions, U et V ne dépendront 
que d'une seule variable, savoir, de x pour C etC, de^ pour C 

et a''. 

Si l'on veut obtenir toutes les racines d'une équation, on em- 
ploiera d'abord la méthode connue de Sturm pour trouver les 
racines réelles 

On divisera ensuite y(z) par le produit 

(z — ^,)(« — flî). ..(3 — a;t)» 

ce qui donnera une équation 9(z)= o qui n'aura plus de racines 
réelles situées sur l'axe des x. On prendra ensuite cet axe lui- 
même pour un des côtés du rectangle. En faisant d'abord 

Xq == — 00 , ro = O, X =r. H- 00 , Y = -h 00 , 

on obtiendra le nombre des racines complexes x -h ij pour les- 
quelles le coefficient^ de i est positif; puis, en faisant 

on trouvera de même le nombre des racines complexes dans les- 
quelles le coefficient de i est négatif. 

On partagera ensuite le plan en bandes par des parallèles à l'axe 
des x\ puis on subdivisera, par des parallèles à l'axe desj', chacune 
des bandes qui renfermeront des racines. De cette manière, les 
racines se trouveront resserrées dans des limites assez étroilcs pour 
qu'on leur applique la méthode d'approximation de Newton. 

Ici, comme dans la recherche des racines réelles, il n'est pas 
absolument nécessaire que l'équation soit réduite à n*avoir plus 
que des racines simples. Cependant il y a naturellement avantage 
à commencer par l'application de la méthode des racines multiples, 
afin d'avoir à opérer sur une équation plus simple. 

Il est facile de déterminer les racines imaginaires pures, qui 
sont les racines communes aux deux équations 

et qui s'obtiendront en égalant à zéro le facteur commun à ces 
deux équations. Après avoir supprimé ces racines, on partagera le 
plan en quatre parties correspondantes aux quatre angles des axes 
coordonnés. 
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§ II. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS SYNECTIQUES EN SÉRIES PÉRIODIQUES. 

H73. Du théorème de Laurent, démontré au n° 1148, il résulte 
que, siy(z)est une fonction synectique de z, dans rinlervalle 
compris entre deux cercles concentriques de centre c et de rayons Ro 
et Ri, on pourra développery(z) en une série convergente suivant 
les puissances entières, positives et négatives, de la différence 
z — c. On aura de cette manière 

ou, en posant z — c =-- re'P^ 

j /(c -h re'P) — a^ -h a^ rt/P -h a^r^e^^P -h . . . 
^ ' ^ I "h «_i r-^ c-'P H- rt_, r-^e-*'P H- . . . , 

le coefficient a^ dHndice quelconque étant donné par la formule 
générale 

où p représente une constante positive quelconque comprise entre 
Ro et R|. 

Si dans le second membre de (1) on remplace l^argument /? par 
j9 -h a/rTT, h étant un nombre entier arbitraire, ce second membre 
ne changera point de valeur. Donc, ce second membre est une fonc- 
tion périodique de Tangle /?, et, par conséquent, il doit en être de 
même du premier membre tant que l'égalité (1) subsistera. C'est 
d'ailleurs ce qui résulte immédiatement de la supposition de l'uni- 
formité de la fonction /"(z) dans l'intérieur de l'aire considérée; 
car, de ce que l'on a 

il résulte alors que 

c'est-à-dire que, si l'on considère dansy(c-r re'V») l'argument/; 
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comme seul variable, et qu'à ce point de vue on représente cette 
fonction par F(p), on aura 

F(/?).= F(/7-f-2/-7r). 

Ainsi une fonction synectique d'une variable complexe re^P de 
module r constant est toujours une fonction périodique de l'ar- 
gument p de la variable, la période étant an [366]. 

HTl. On peut donner au développement (i) la forme d'une 
série trigonométrique , en remplaçant les exponentielles imagi- 
naires par leurs valeurs en cosinus et sinus, et, si l'on pose 

il vient 

¥[p)=z - ajj -f- aj cos/; 4- «2 COS2/3 -i- . . . 

Je 

-4- Pi sin/? H- Pi sina/? 



On voit aisément que, si F(/7) est une fonction ;;aiVe de/; [288], 
le développement devra se réduire à sa première ligne et ne con- 
tenir que des cosinus. Si, au contraire, F(/;) est une fonction 
impaire de p, le développement se réduira à sa seconde ligne et 
ne contiendra que des sinus. 

H75. Dans le cas où le module r est constÊtnt, on peut le sup- 
poser, ainsi que p, égal à l'unité. La formule (i) devient alors 

la valeur générale d'un coefficient de cette série étant 

3ir 



I r^^ 



Le terme général de la série peut s'écrire, en faisant passer le 
facteur e"'^ sous le signe d'intégration. 






En réunissant les termes qui correspondent à des indices égaux 



DEVELOPPEMENT EN SÉRIES PERIODIQUES. IC 

et de signes contraires, leur somme deviendra 

I /•^'^ 
'^ Jo 

Donc le développement d'une fonction de e'^, synec tique pour 
toute valeur de l'angle p et périodique par rapport à cet angle, la 
période étant sTr, sera de la forme 



/!= » 



(4) F(/7)=^ r%(y)rfy + i2 j ' FM cosn (p-<f)df. 

Si Ton remplace dans (3) les exponentielles imaginaires par 
leurs valeurs en cosinus et sinus, ou, ce qui revient au même, si 
Ton développe, dans chaque terme de (4), la valeur de cosn[p — cp), 
on aura une série de la forme de celle du n° 1174, où les coeffi- 
cients any 13/1 auront pour valeurs 

I r^^ 

^ Jo 

I r^^ 

Dans le cas où F(^) est une fonction réelle de la variable réelle 
/;, le développement devra avoir ses coefficients a„, /3„ réels, et, 
par suite, les coefficients primitifs a,,, «_„ devront être des quan- 
tités complexes conjuguées. En les mettant sous la forme 

où Cn^ yn sont des quantités réelles, l'ensemble des deux termes 
correspondants de la série deviendra 

Le développement pourra donc s'écrire ainsi : 



/l = OD 



(5) F{p) =Co-hi ^c^cos[np-\-yn). 



/i = i 



1176. Pour indiquer un exemple du cas que nous venons de 
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traiter, considérons la question du développement, suivant les co- 
sinus et les sinus des multiples de Tanomalie excentrique, d'une 
puissance impaire négative de la distance d'une planète à un point 
fixe. 

Si Ton désigne par p cette anomalie excentrique, par H, K, a, 
G des constantes dépendant des éléments de Torbite et de la posi- 
tion du point fixe, le carré de la distance en question se présentera 

sous la forme 

A'=:H -f-Kcos(/> — «)-+- Gcos2;?. 

La fonction ÙT^, (jl étant un nombre entier positif et impair, 
bien qu'étant obtenue par l'opération de l'extraction de la racine 
carrée, qui donne lieu à deux déterminations, pourra néanmoins, 
comme nous le verrons plus tard, être considérée comme uniforme 
et continue dans l'étendue d'une aire qui ne contient aucun zéro 
ni aucun infini de cette fonction, et par suite aucun point-racine 
de l'équation A^ =o. 

Or une discussion facile montre que les racines de l'équation 
A* = o, qui est du quatrième degré par rapport à e'/*, sont de la 
forme 

ae'^ ^e'^ be-'\ \ c~'^, 
n b 

a, h étant, ainsi que 9, des constantes réelles, et pouvant être sup- 
posées telles que l'on ait 

La valeur de A^ pourra ainsi s'écrire 



A* 1= -^ (i — ae-i'^z] ^ - 17^-9 1 V I _ be^^z) ix - be-^"^ i^ . 

On se propose maintenant de développer suivant les puissances 
de ^ = e^P la fonction 



et il s'agit de reconnaître a priori si ce développement est pos- 
sible. 

Le module de z étant égal à l'unité et les modules des racines de 
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Téqualion A^ = o satisfaisant aux inégalités 

le point z sera toujours compris dans l'intervalle de deux cercles 

décrits de l'origine comme centre, avec les rayons a et -> et cet 

intervalle ne contiendra aucun zéro ni aucun infini de la fonction 
F{p). Donc le développement proposé sera toujours convergent 
et sera de la forme de la série (5) du numéro précédent. 

1177. Sous la forme que nous avons donnée au développement 
(i) de /"[c -h re*P) =F[p)y la variable p est supposée n'admettre 
que des valeurs réelles, et la période 27r de la fonction est aussi 
réelle. On peut transformer ce développement en un autre qui 
représente une fonction d'une variable complexe, ayant pour pé- 
riode une constante complexe quelconque. 

Posons 

w étant une nouvelle variable et X une constante arbitrairement 
choisie^ réelle ou complexe. 

La fonction y(z) =F[w) ne changeant pas de valeur lorsque p 
croît de stt, et par suite fv de X, F(çv) sera une fonction pério- 
dique d'une variable complexe (v, ayant pour période une quantité 
quelconque X. 

En faisant ces substitutions dans la formule (i), on obtiendra 
pour F(çv) un développement suivant les puissances ascendantes 
et descendantes de l'exponentielle 

et dont le coeilGcicnt a„ sera donné par la formule 

(6) ' 
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en posant 



sr I M 



et remarquant que, p étant constant dans l'intégration, on devra 

aussi considérer jf = log - comme une constante. 

r 

On aura alors un développement de la forme 

17) 



iTiw 4 r. I tv 



1178. Par suite du changement de la variable, le contour de 
Taire dans laquelle était renfermée la variable z va changer de 
forme. Voyons par quelles lignes seront remplacés les deux 
cercles qui limitaient primitivement cette aire. 

Pour cela, voyons quel lieu décrit le point od quand le point 
pe'> décrit un cercle de rayon p. Si Ton pose 

l'équation -y- = cp 4- l'x ^ioi^i^c» en égalant les parties imagi- 
naires, 

rsm(p-ô):==---X = — log-, 

équation qui est, par rapport aux coordonnées polaires r, p, l'équa- 
tion d'une droite parallèle à la droite qui va de l'origine au point 
X. Donc le cercle de rayon p se change en une droite menée à la 
distance 

hz=z — log- 

de l'origine O et parallèle à la droite OX. 

De même, si Zo, z^ sont les points de discontinuité àef[z) par 
lesquels passent les deux cercles de centre c, et ^'o, Wi les points 
de discontinuité correspondants de la fonction F(f^), les deux 
cercles seront remplacés par deux droites passant par ces points 
^o> w^j parallèles à OX et situées aux distances 
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de l'origine. Donc l'aire de convergence comprise entre ces deux 
cercles se trouve remplacée par l'aire indéfinie comprise entre les 
parallèles en question, et la fonction F((v) sera développable sous 
la forme (7) pour tout point w de la bande limitée par ces paral- 
lèles. 

Tandis que les valeurs de z correspondantes aux diverses va- 
leurs p -T- tikit de l'argument se recouvraient en un seul point, les 
valeurs çv H- A:X de la nouvelle variable formeront, pour les divers 
nombres Ar, une suite de points équidistants, situés sur une même 
parallèle à OX. 

1179. Dans le cas de X réel, on a d = o, et OX coïncidera avec 
l'axe des x. L'aire de convergence sera alors une bande comprise 
entre deux parallèles à cet axe. On peut passer du cas de X com- 
plexe à celui de X réel, et vice versa, par une simple rotation de 
l'axe des x, en multipliant (v et a> par e^'*. 

1180. Si l'on remplace la quantité ;f par sa valeur —^1 et que 
l'on fasse, de plus, 

?=— . 

la valeur (6) du coefficient a,i deviendra 



(8) 



„,=ir'p(yi±ia).'^"'*-'v 



En transportant l'axe des x parallèlement à lui-même, on pourra 
amener l'origine O entre les deux parallèles limites, sur la droite 
intermédiaire située à la distance Ii de l'origine primitive, et l'on 
devra alors remplacer h par zéro, ce qui donnera la formule plus 
simple 

(9) """"^iX ^^''^'^^' ' '^' 
ou, en supposant, de plus, X réel et d = o, 

(10) ''-^ij ^^^^"^ ' ^*- 
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tn-K . 

Dans ce dernier cas, le terme a^e ' prendra la forme 

et le développement pourra s'écrire, d'une manière analogue à la 
série (4), 



#1 = 1 



Dans les formules précédentes, qui déterminent la valeur géné- 
rale des coefficients a,i du développement, on peut remplacer les 
limites o et / par d'autres dont la diflerence soit égale à la gran- 
deur / de la période. Il suffit pour cela de remplacer çv et t]/ par 

ce qui revient à déplacer l'origine sur l'axe des x. En posant alors 
F(çv) = F| (^), la formule (lo) devient 

(.2) ''"^ij^^i ^'^'^'^" ^'^'' 

d'où 

(i3). „ = « 

-^12^ J_ Fi (-y ) cos L_ U ^.y. 

M — . * 



n = i 



1181 . Lorsqu'on voudra obtenir le développement dey(^) pour 
un point z situé en dehors de l'intervalle des cercles menés parles 
points ^0; Zxj par exemple dans l'intervalle des cercles menés par 
le point Z| et par le point de discontinuité suivant Zi dans Tordre 
des distances à c, on devra donner à p une autre valeur, comprise 
entre les distances cF|, czl^ et substituer cette valeur dans l'ex- 
pression (2) de an» 

De même, lorsqu'on voudra développer F(iv) pour un point w 
situé en dehors des parallèles à OX menées par Wq et W\f et com- 
pris, par exemple, entre les parallèles menées par W\ et le point de 
discontinuité suivant ^2, on donnera à /t, dans la formule (8), une 
nouvelle valeur comprise entre les distances /ij, /12 de W\jW%k O).. 
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§ ni. 

SÉRIE ET INTÉGKALE DE FOURIER. 

1182. Les formules établies dans le paragraphe précédent 
permettent de développer en série périodique convergente toute 
fonction d'une variable complexe ou réelle qui est uniforme et 
continue dans la partie du plan comprise entre deux parallèles 
données, et qui a pour période une constante quelconque, pourvu 
que Ton connaisse toutes les valeurs de cette fonction dans Té- 
tendue d'une période, valeurs au moyen desquelles on peut cal- 
culer avec une approximation indéfinie les intégrales qui déter- 
minent les coefficients de la série. 

Nous avons pu, par un choix convenable de variables, ramener 
à une forme entièrement réelle le développement d'une fonction 
réelle de la variable complexe z. Mais cette réduction a été obtenue 
en particularisant un développement de forme complexe, et elle est 
fondée sur l'intégration d'une fonction d'une variable complexe le 
long d'un contour donné. Elle ne peut donc s'appliquer qu'à une 
fonction ¥{p) pouvant être définie comme fonction d'une variable 
complexe re^', ce qui n'est généralement possible que pour les 
fonctions analytiques. 

Toutefois, Fourier a établi que les développements réels du 
paragraphe précédent sont susceptibles d'une grande extension, 
et peuvent s'appliquer à toute fonction, analytique ou non, F(a:), 
périodique par rapport à la variable réelle p et définie par la seule 
connaissance de toutes ses valeurs dans l'étendue d'une période, 
pourvu que cette fonction satisfasse aux conditions suivantes : 

I® Qu'elle soit susceptible d'intégration (*); 

2** Qu'elle n'ait pas, dans l'étendue de la période, un nombre 
inGni de maxima et de minima; 

3° Que, dans le cas où sa valeur varie brusquement, elle prenne 



(*) ls8L définition que nous avons donnée [231 et suiv.] d'une intégrale définie ii«^ 
pourrait plus s'appliquer au cas, par exemple, où la fonction à intégrer serait déter> 
minée par la propriété de prendre une valeur constante a pour toute valeur ration- 
nelle de la variable, et une valeur constante diflférente b pour toute valeur irration- 
nelle de cette même variable. 

H. — Cours de Calcul injin., IV, 2 
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une valeur moyenne entre les valeurs-limites, prises de part et 
d^autre de la discontinuité. 

Nous allons démontrer que, pour toute fonction F(x) satisfai- 
sant à ces conditions, la formule (4) du paragraphe précédent 
subsiste, c'est-à-dire que l'expression 






-+- ces ( ï — ^] + COS 2(5 — x) -I- ... -h COSTO (Ç — .r)] 



f 27r / sm{(Ç — 



j: 



) 



converge, pour m infini, vers la limite F(x). 

1183. Commençons par chercher la limite, pour /z infini, de 
rintégrale 



h désignant un nombre positif^-» ei/{t) une fonction de t, que 

nous supposerons d'abord constamment y7/iie^ continue et non 
croissante lorsque t varie de o à /t, c'est-à-dire telle que l'accrois- 
sement /*(« H- c) — f(^) soit infiniment petit avec €, et de signe 
contraire à e s'il n'est pas nul. 

Remarquons d'abord que, dans les limites assignées à la va- 
riable t, le rapport — : — conserve toujours une valeur finie, quel 
que soit n, et qu'il tend vers la limite n pour t = 0. Mais ce rap- 

VTT 

port n'est pas toujours de même signe. Soit, en efiet, — le plus 



VTT 

n 

1: 

n 

n 

VTT . ^ TT 



grand multiple de ~ qui soit contenu dans h\ partageons l'inter- 
valle h en intervalles partiels égaux chacun à -1 à l'exception du 



dernier // > qui sera<'-- Les valeurs de siunt qui corres- 

pondent aux valeurs de t comprises dans les intervalles successifs 
entre 

TT ir 27r fv — i]7r vtt v:r , 

o et -» - et — > •••? et — 9 — et ^ 

n n n n n n 
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seront de signes alternativement positifs et négatifs; il en sera de 

même des valeurs de l'expression f{t) —. — i et par suite des inté- 
grales de cette expression correspondantes à ces mêmes intervalles. 
Si l'on désigne donc par uoi i/o • • • ^ Uy '^^ valeurs absolues de ces 
intégrales, le signe de l'une d'elles uj^ sera celui de ( — i)*. 

De plus, il est aisé de voir que ces valeurs absolues Uof Uu . . . , 
1/A9 • • • vont en décroissant à mesure que l'indice k augmente. Si 

l'on remplace, en effet, dans iz^) t par t-\ — 9 pour ramener Uk aux 
mêmes limites que i/a-h on aura 

Air 

/ M / -/ TT \ 5111 1 /»« -t- TT I , 







/-H 



7r\ sin/i^ 



Eq comparant cette intégrale à 



kTC 






n 



on a, par hypothèse, 

I 






sin/ 



Donc l'élément de l'intégrale u* est moindre que l'élément cor- 
respondant de u*_i, et, par suite, «a<C«*_|. 

Pour les deux dernières intégrales «,_, et m„ à la diminution de 
l'élément en passant de la première à la seconde se joint encore la 

diminution de l'intervalle des limites, h étant 5? -• Donc, 

n "il 

a fortiori, u^ <[ i/^, . 

a. 
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1184. Étudions maintenant de plus près Tintcgrale de rang Ar, 

n 

Des deux iacteurs f{t) et—: — qui composent la fonction sous 

le signe/*, et qui sont Tun et Tautre continus entre les limites de 
l'intégrale, le second conserve un signe constant entre ces limites. 
Donc, d'après la formule établie au n® 283, VI, la valeur de l'inté- 
grale Ma est, au signe près, égale à l'intégrale du second facteur, 
multipliée par une valeur moyenne du premier facteur, de sorte 

que, en désignant paryi une moyenne entre y ( — J ety — U 

on aura 

(AH-i)7r 



{^) 



- ir-Z/^rz: /). . / -- — de. 



ti 



La nouvelle intégrale dépend de k et de n, et sera du signe 
( — i)*. Désignons-la par ( — lY'Sffy et cherchons vers quelle limite 
elle tend lorsque, k restant invariable, n croît indéfiniment. Pour 

cela, remplaçons t par-*, il viendra 



Jk-x 



n siii- 
n 



et, comme nsin-? pour n infiniment grand, diffère de t d'une frac- 
tion infiniment petite de lui-même, l'intégrale ( — \)^Sj^ aura avec 
l'intégrale 



fh 



un rapport infiniment peu différent de l'unité, et, sin- étant 
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moindre que -» ce rapport sera de la forme i — e, e étant un infi- 
niment petit positif. 

dr a une valeur 

finie, égale à-« On peut la partager, comme nous l'avons fait, 

pour rintégrale (a), en un nombre infiniment grand d'autres inté- 
grales, prises entre les limites respectives 

O et TT, TT et 27r, ..., X- TT et ( X" -f- I ) TT, ..., 

et qui seront précisément les intégrales que nous venons de dési- 

' — ■* dr sera la limite 

'^ 



de la somme de la série infinie 



0", 







— Ti -h . . . -f- ( — I J^O-/. -h . . . , 



laquelle, par suite, sera convergente et aura pour limite -• 

Les termes de cette série allant toujours en décroissant, il ré- 
sulte d'une proposition connue que la somme Sa des k premiers 

termes sera inférieure ou supérieure à la limite -9 suivant que k 



sera pair ou impair, et qu'ainsi cette somme difiiérera de - d'une 
quantité moindre que le terme suivant a/c 

H85. Revenqns maintenant à l'intégrale (2), et cherchons 
à déterminer la limite vers laquelle elle converge, lorsque n croît 
indéfiniment. 

Quand n croîtra, les intégrales partielles Uk changeront de va- 
leurs, en même temps que leur nombre augmentera. Soit N un 
nombre entier, indépendant de /z, et que, pour plus de simplicité, 
nous supposerons impair. Le nombre v, qui croît sans cesse avec/z, 
finira par surpasser N, quelque grand que soit celui-ci. 

Cela posé, partageons la somme uq — Ui-hU2 — ••• en deux 
groupes, dont l'un contienne les N 4- i premiers termes, et l'autre 
tous les termes suivants. Le premier groupe sera, par la for- 
mule (3), 
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et le second, donl le nombre des termes croîtra avec n, sera 



( 5 ) fs-hi^y-hi — /s + t '^.N + 1 



Il est facile d'obtenir la limite de la somme (4) pour n inGni. 
En effet, les quantitésyj,, fi, . . . , y5« , étant respectivement com- 
prises entre les limites 

/(«)•■/(=)■ /©"/(¥) /(ï)«/["^"} 

convergeront chacune versy(o). D'autre part, les quantités 5©» 
Si y ..., s^ convergeront respectivement vers a©, C|, .. , a^^. 
Donc la somme (4) aura pour limite 

On peut donc la représenter par 

o étant un infiniment petit positif. 

Considérons actuellement la somme (5), composée d'un nombre 
indéfiniment croissant de termes. Ces termes étant alternative- 
ment positifs et négatifs, et chacun d'eux étant numériquement 
moindre que le précédent, la somme sera, quel que soit le nombre 
des termes, positive et moindre que son premier terme. Elle sera 
donc moindre que la limite de 

laquelle est moindre que celle de/* ( o ) a^^ + ^ augmenté d'un infiniment 
petit positif e. Donc l'intégrale (2), somme des deux groupes (4) 
et (5), finira par différer dey(o),2,^ d'une quantité numérique- 
ment moindre que î -+-/"( o ) a^ ^. j-j- e, J et e étant des infiniment 

petits. D'autre part, 2^ diffère de - d'une quantité moindre que 



o'.N-hi- Donc l'intégrale (2) finira par différer de -f{o) d'une quan- 
tité moindre que 
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Or, la série Oq — <7i -+- ^2 — • • • étant convergente [1184], il en 
résulte que son terme général doit être infiniment petit pour un 
indice infiniment grand. Donc on peut choisir N assez grand pour 
que (Jji^i soit moindre que toute grandeur donnée. Donc l'inté- 
grale (2 ) finira toujours, pour n croissant indéfiniment, par dlfl<ércr 

aussi peu que Ton voudra de -f[o). On aura donc 
(G) lim Ç'f[t)^}^dt=~f[o). 

1186. La démonstration s'appliquant aussi au cas oix J i^t) se 
réduit à une constante c, on aura 

, , ,. / sin/îf , Tz 

1 ] lira / c —. — at == - c. 

Si maintenant la fonction décroissante y (t), au lieu de rester 
constamment positive depuis t = o jusqu'à t = /i, devenait néga- 
tive dans une partie de l'intervalle ou dans l'intervalle tout entier, 
on pourrait choisir une constante c assez grande pour que la 
fonction c+f[t) ne cessât pas d'être positive, et par conséquent 
pour que le théorème lui fût applicable. On aurait alors 

n = oo t/o Mil* ^ 

En retranchant de cette équation l'équation (7), on retrouve- 
rait encore la formule (6). 

Supposons enfin que la fonction f{t) soit croissante depuis 
t = jusqu'à t= h. Alors — f{^) sera une fonction décroissante, 
et, par suite, 

Jr^r rt xn sin/ï/ , r^ j,, .sin/î/ . 

[ — / 0] -^ — dt=— I fit)—. — di 



convergera vers la limite f{^)} à' oh l'on conclut que la for- 

mule (6) est encore vraie pour le cas dey(f) croissante. 

Donc le théorème exprimé par l'équation (6) est vrai pour toute 
fonction y* (i) assujettie à la condition de rester continue pour 

toute valeur de f, depuis ^ = o jusqu'à f = A ^ -? et, de plus, de 
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resler, dans cet intervalle, toujours décroissante ou toujours 
croissante, à moins qu^elle ne conserve une valeur constante dans 
une partie ou dans la totalité de T intervalle. 

1187. Soit maintenant g un nombre compris entre o et /i, et 
supposons que la fonction soit donnée seulement entre t=:g 
eit = h, et qu'elle remplisse, dans cet intervalle, les mêmes con- 
ditions qu'elle devait remplir tout à Theure entre o et /t. L'inté- 
f^ale 

8j I fit) - — fit 



Jg sin' 



convergera, pour n infiniment grand, vers une limite que l'on 
pourrait trouver directement en suivant la môme marche que 
ci-dessus. Mais il est plus simple de ramener ce cas au précédent. 
La fonctiony(/) n'étant donnée qu'entremet /i, rien n'empêche 
de compléter la série de ses valeurs depuis f = o jusqu'à t = g'> 
en supposant que, dans cet intervalle, la fonction varie dans le 
même sens qu'entre g et /i, ou, plus simplement, qu'elle reste 
constamment égale à sa valeur^(g') correspondante kt = g. Alors 
le théorème (6) sera applicable à chacune des deux intégrales 

J^S ^, .sinw/ , r'* , ,siii/// , 

qui convergeront chacune vers cette valeur -y(g^). Donc Tinté- 

grale (8), qui est la différence des deux précédentes, convergera, 
pour n infini, vers la valeur zéro. 

Donc, si g et h sont deux nombres tels que l'on ait 

et siy(^) est une fonction continue et variant toujours dans le même 
sens depuis t:= g jusqu'à f = A (à moins qu'elle ne reste constante 
dans une portion quelconque de cet intervalle), l'intégrale (8) 
tendra, pour n croissant à l'infini, vers la limite zéro, si g n'est pas 

nul; mais pour g=: o elle tendra vers la limite -f[o). 
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Si la fonction y*(^) présentait des solutions de continuité pour 
les valeurs t = gy t = hy de sorte que, e étant un infiniment petit 
positif, y (g" — e) Qlffji — t) n'eussent pas les mêmes limites res- 
pectives que fig-h ^) et y (A -h 8 ), il faudrait remplacer, dans ce 
qui précède, y(o) par la| limite def{-+' e), que nous désignerons, 
pour abréger, pary(-f- o). Il n'y aurait, du reste, rien à changer, 
pourvu que les valeurs de/^t) correspondantes aux discontinuités 
ne fussent pas infinies. 

1188. Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction f[t) ne pré- 
sente, dans l'intervalle de t= g k t= h, aucune valeur singulière, 
c'est-à-dire qu'il n'y ait aucune valeur de t pour laquelle elle de- 
vienne discontinue ou qui corresponde à un maximum ou à un 
minimum de cette fonction. 

Supposons maintenant que, entre g et h, il existe des valeurs f| , 
^2, . • . , ^)i qui correspondent à des discontinuités ou à des chan- 
gements de sens de l'accroissement de f{t)* Nous partagerons 

l'intégrale f en intégrales partielles, prises chacune entre deux 

Jo 

valeurs singulières consécutives : 



j -4-1 -h ... 4- I . 



La première de ces intégrales a pour limite zéro ou -^(-f- o),sui- 

vant que g sera ou non différent de zéro. Toutes les autres seront 
nulles, d'après le numéro précédent. Donc, enfin, le théorème dé- 
montré ci-dessus subsistera, quelle que soit la marche de la fonc- 
tion y(«), pourvu que les valeurs singulières y soient en nombre 
fini et qu*ainsi la fonction soit intégrable. 

1189. Nous pouvons maintenant passer à la détermination do 
la limite, pour m infini, de l'intégrale 

^ 2^Jo sinJlS — .r) 

En posant 

- [Ç — .r) = r, im -H i = '/, 
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l'intégrale deviendra 



I 

T X 



i/, 



„ sinitf . 

F jT-r-a/ -: — di^ 

sinr 



- X 

J 



in légale de même forme que celle que nous venons d^étudier, à 
rela prrs que les limites sont dilTérentes. Nous allons, par décom- 
position, la ramener à des intégrales dont les limites soient com- 
prises dans l'intervalle de o à -• 

i" Supposons d'abord o<^x<<îî. On décomposera l'intégrale 



j 



X 

— » - 

en 

X 

^ -x X 

-— T 






(a). On a d'abord, en vertu de la formule (6), pour la première 
intégrale, 



-x 

2 

lim 

"- » " «. o 



I r ^. , sm/7/ , I ^ , 

- ; F X -+- 2/ - — tlt — -¥ X -+- o , 



Pour X = o, cette valeur se réduit à 



-Fi-ho). 

2 ^ ' 



(,j). En changeant t en tt — t, la deuxième intégrale / 



a 



devient , pour x > o, 



a 



Iim - / F(x4-ï7r — 2/ -: — dt=o* 
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pour x=.Oj cette valeur se change en 

-- F(27r — o], 

2 ^ ' 

(y). Pour la troisième intégrale / , si Ton change t en — /, il 

J X 



vient 

X 

1 



hm-/ F(x-2/ -j— rf/ = -Fx-o , 

valeur qui, pour x = o, doit être remplacée par zéro 
Donc, pour a: > o, l'intégrale aura pour valeur 

F(jr-l-o) H-F(.r— o 



2 ' 



pour a: = o, elle deviendra 

F(+o) -hF 2 



2 



2* Si Ton a 7r<^ j:<^27r, en remplaçant x par 27: — j/, t par 
/, l'intégrale deviendra, pour o <^ j/<]7r. 



if 



^ sin/î/ 



F(27r — .r'— 2r) </^ 



2 



et, en décomposant cette intégrale comme dans le cas précédent, 
on trouvera, pour les trois parties : 

(a). jF(27r — a/ — o) = -jF(x — o) pour j:<^ 211, et^ F(2 7r — o) 
pour a:= 27r; 

((3). La valeur zéro pour »r <^ 27r, et jF(-^- o) pour x = 2ît ; 

(7). \^{x -f- o) pour X <!^ 271, et zéro pour o: = 2 7r. 

Donc, pour j:<[ 211, l'intégrale a encore pour valeur 

F(x-f- o) -f-F(.r — o) 



2 
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et, pourx == ar, 

F -uo —F'irr — o' 



i 

cos.r 



3^ Pour X de grandeur quelconque, on ramènera sa valeur entre 
les limites o et 2r par Taddition ou la soustraction d^un multiple 
convenable de 2ir, ce qui n*altère ni la fonction F^x), qui est 
supposée périodique et de période 2 77, ni la série limite de Tin 
légrale. 

1190. Donc, quelque valeur que Ton donne à x, la série trigo- 
noméirique 

— f F t'^^-y f F î crs/i ;-.rV/; 

(9' '^'^*^" 

F 5' C(>S;<^/; -r- Cos?..r I F ; Vos2Ï^ 4- . . . I 
o «. o J 

I « r . r"*^ • r'*'' ^ . i 

I H — I sinjT I F^; sin;r/; -i- sin2x I F^?) sina?^ -+- . . . I 

aura pour valeur F(x) si cette fonction est continue dans le voi- 
sinage de la valeur x, et- [F(x — o) -|-F(x -f-o)] si x est une 

valeur de discontinuité de F(x). Il en sera encore de même pour 
X = o, puisque l'on peut, en vertu de la périodicité, remplacer 
F(27r — o) par F( — o). 

Si donc on donne à F(x), entre x= o et x = 27r, une suite 
arbitraire de valeurs, représentable par un arc de courbe de forme 
quelconque, pourvu qu'il soit composé de parties continues et 
que les discontinuités, ainsi que les maxima et minima, y soient 
en nombre fini, la série (9) représentera l'ordonnée de cet arc 
entre les abscisses o et 27r, et, en dehors de ces limites, elle repré- 
sentera une suite, indéfinie dans les deux sens, d'arcs identiques 
au premier. Seulement, pour chaque point de rupture de la courbe, 
la série représentera la moyenne arithmétique des deux ordonnées 
correspondantes à ce point. 
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La série (9) étant de même forme que la série (4) du n** 1175, 
on pourra, par un changement de variable combiné avec un chan- 
gement d'origine, lui faire subir les transformations ree//e5 que 
nous avons exposées dans le paragraphe précédent, et y remplacer 
ainsi la période air par une période réelle arbitraire /, puis les 
limites o et / par d'autres limites quelconques — /o et / — /q. 

1191. Donnons quelques exemples d'applications de la série 
de Fourier. 

I. Soit F(x) = cosfxor. Cette fonction étant paire, le dévelop- 
pement ne contiendra que des cosinus [1174]. Si l'on suppose la 
fonction donnée entre x = — tt et x = -|- tt, le coefficient «„ du 
développement [1175] aura pour valeur [449] 

u,,=2 - I COSaf COS/îsr/H m - / COSa? COS//S^5 

?. tA sin uTT rc)s/7 7r , N 3ia sinuR' 

r=: — î : zrz ' — I ]" — ^ ■ î 

TT a* /l* ' ' TT a* W* 



avec 



On aura donc 



I Sm U77 

- «0 = —^ 
2 lin 



sin U7T / 2 tx* 

ux = ^ I — ^ — 

^77 \ U*— I 



2 a' 



COSax = = — I I COS^ H 1 7 COS2.r 

d'où, en faisant x = tt, 

sin un ( 2 u} 2 fx* 



eosuTT = 



un ( 2 tx* 2 ur \ 

— l-f--j- h -^-^ -H... ) 



|X7r 

ou, en posant fxTr = «t, 

1 / 2 //* 2 w* \ 

coti/= -lu i ; -i ; 7-1 + ...)» 

développement convergent quel que soit u. 

En intégrant les deux membres de cette égalité, passant ensuite 
des logarithmes aux nombres, puis déterminant la constante arbi- 
traire par la condition 

,. siiiK 

lini r=: I , 



«=o " 
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on a le développement de sînu en produit infîni. 



'""=--"("-5)('-?^)('-^ 



Si l'on y fait ii = -» la formule deviendra 
•^ 2 



l={'-d{'-T6){'--k) 



II. Soit F{x) = x^ la fonction étant donnée entre les limites 
— TT et -f-TT. Cette fonction étant impaire, le développement ne 
devra contenir que des sinus, et le coefficient général sera 



On aura donc 



x 



13.= - Pçsin/i5./Ç^(~i)«-'.-. 
= 21 sinx sin2j: -h -sinSj: — . . . ) . 

V 2 3 y 



Cette série représentera, entre les limites — tu et -I-tt, l'or- 
donnée de la portion correspondante de la bissectrice de l'angle 
des axes positifs. Dans les intervalles suivants, de 4-ir à H-Sît, 
de Stt à -h Stt, . . . , et de même dans la direction opposée, la série 
représentera l'ordonnée de la même portion de bissectrice que Ton 
aurait transportée parallèlement à elle-même le long de Taxe 
des X à des distances 27r, 4^; •••• Pour les abscisses mêmes 
± TT, ih 3?:, . . . , la série représentera les points correspondants de 
l'axe des x. 

III. On donne le contour d'un trapèze isoscèle OABC, dont 
la base OC = a est située sur l'axe des Xy l'angle AOC = BCO 

étant égal à jy et la hauteur du trapèze étant b. On veut repré- 
senter l'ordonnée de ce contour par une série trigonométrique, 
en supposant qu'il se reproduise identiquement tout le long de 
l'axe des x, la fonction ayant, par conséquent, a pour période cl 
étant une fonction paire. On prendra alors la série des cosinus, 
avec les formules 
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Pour effectuer les intégrations, on décomposera chaque inté- 
grale en trois parties, séparées par les abscisses b et a — i, de 
sorte que 

:,, --^-1 / Çcos d\-\- I bcos d^-h 1 « — Ç cos rf? 

""iJo ^ Jb « Ja-b « J 

4 /•* 2/l7r5^ lb f«-* 2/î7rÇ ^ 
= - I Ç CCS oÇ H / cos r/Ç 

a / 2nnb \ 
-r-jlCOS 1 ), 



nb . in-Kb 

-.^ — sin h y 

#117 a 4 



avec 



Si Ton suppose a= a&, le trapèze se réduit à un triangle et les 
expressions des coedQcients se simplifient. Il vient alors 

\ a ia 

r *o — 7 > "t/i — ^^ «t«+i — — 



^.,__^, .,„_„, -*,«+,- ^^„^,j,^,^ 
d'où 

En faisant x == o, on aura la formule 

ir* I I 1 

IV. Si, au contraire, on suppose que les trapèzes soient situés 
alternativement au-dessus et au-dessous de Taxe des x, la fonc- 
tion F(a:) sera impaire, et l'on devra prendre la série des sinus. 
La période de la fonction sera alors 2a, et les intégrales devront 

être prises entre les limites — : a et -f-a. La fonction F(^) sin 
étant paire, on aura, pour cette fonction [460], 



/ittÇ 
a 



-a J o 
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Donc la valeur générale du coefficient (3» sera 



valeur qui s'annule pour n pair, et qui, pour n impair = im -h i , 
devient 



\n . ( T. m -h I ■ TT // 



Donc le développement cherché sera 

F L/- == -^ I sm — sm h — sm sm 

^ 7r* \ « r* û' fl a 



I . Stt/^ . Stt 



-f- ^,sm sm 

5* ^ 



h. . . ). 



Pour a= ai, les trapèzes se réduisant à des triangles, on a 



¥[.vj = — r sm ^ sm 



TT.r I . Sttj" \ 

— -h ^^ sm ... J . 

a O^ a j 



1192. Extension de la série de fourier aux /onctions de plu- 
sieurs variables. — SoitF(x, j') une fonction de deux variables 
indépendantes x, J)', périodique par rapport à chacune de ces deux 
variables, et supposons d'abord que les deux périodes soient Tune 
et l'autre égales à 2 7r. On aura, en développant d'abord par rap- 
port à la variable x, 



27r 



En développant maintenant la fonction F(S>J^) par rapport à la 
variable J', on aura de même 



/! = » 






«=1 » 
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Substituant cette valeur dans le développement précédent, on aura 

I 



F{-'.r) = ^//F(ç,>i)d5rf» 



7/1 = 1 



I 



-,^ff^'{^^^']^osn{ri ^y)didn 






m=» /t=flo 



^ 2 2'^^f^'''^^^'"^^ ""^î^*"^''"'-^)'^^^» 



m = l /i = l 



toutes les intégrations étant faites entre les limites o et 2?:. 

On passerait de là aisément au cas où les périodes relatives aux 
deux variables x,y auraient des valeurs quelconques. 

n est facile de voir comment on poursuivrait cette extension 
dans le cas d'un nombre quelconque de variables. 

1193. Intégrale de Fourier. — Soit F(j:) une fonction tou- 
jours finie entre les limites — / et -4- /, et telle que l'intégrale 



i£ Y{x)dœ 



tende vers zéro lorsque la valeur numérique commune / des deux 
limites croît indéfiniment. Nous avons, entre x = — /etx=-|-/, 






n=l 

En supposant / := oo , il vient, d'après l'hypothèse, 
et la valeur de F (or) se réduit à 

II. — Cours de Calcul in fin,, IV. 3 
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Lorsqu'on passera d'un terme de cette somme au suivant, n crois- 
sant d'une unité, le coefficient — croîtra de la quantité infiniment 

petite -9 et la somme des n premiers termes croîtra, par l'addition 
de ce ( 71 -f- 1)'*"* terme, de la quantité 

f.i/_;'r,ï,^[("-^.î)(5_.)]e 

Si donc on considère 

H-/ 



i£^F(ç)cos[^{ç-.)]rf5 



comme une fonction f (/x) de la quantité 






/ 



l'accroissement de la somme des n premiers termes sera la quan- 
tité infiniment petite 



7 ?f p ■+• 7 j = ^f*?(p -^ ^f*)' 



Or la limite d'une pareille somme n'est autre que l'intégrale 







Donc, en remettant pour f (/^) sa valeur, on aura 

F(.r)=i r diif "^FlOcosfid-xjrfÇ. 

La quantité sous le signe d'intégration relatif à ^ étant une 
fonction paire de (x, on peut, en vertu du n? 460, remplacer les 
limites o et oo par — oo et -f- oo , en prenant la moitié, et il vient 
ainsi 

F{x) = —f f °'F(Ç]cos^(Ç-x)^pcfï. 
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Si la fonction F (x) est paire, onverra, en développant cos|:x( ^ — x)y 
que le terme de Fintégrale qui dépend de sin/iÇ s'évanouira, et, en 
appliquant la formule du n^ 460, on trouvera 

F(jr)=:- 1 f F(Ç)cOSfxÇcOS^J7r//A^. 

^Jq Jo 

De même, si la fonction F{x) est impaire, on pourra écrire 

Ces formules pourraient s^étendre, comme celles de la série de 
Fourier, au cas d'un nombre quelconque de variables. 

1194. ^applications. — I. Soit, a étant un nombre positif, 

F(.r) = er-''', de x = o àx^=^-oo, 
et = e^^'^ dejr= — ooàj: = o; 

F(x) sera alors une fonction paire de x, et Ton aura 

T[jc]=i— I j er'^^cosiii cos iixditd^. 

En intégrant par rapport à Ç, on a [456, IV] 

Jr»ao ^ 



Donc 



Ainsi l'intégrale 



a pour valeur — e"*"**^ depuis x = — oo jusqu'à a: = o, et — ©"<'•* 

depuis a: =0 jusqu'à a:= -|- 00 [485, IV]. 

Si l'on supposait, au contraire, F[x) = — e+'*^ de 0: = — 00 à 

3. 
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x=ro, on trouverait de même 






II. Soit maintenant 



F{x)= f /{t)e-"dt, 

Ja 



X étant compris entre o et + oo • On aura, suivant que Ton sup- 
posera la fonction F(x) paire ou impaire, 



'00 /»« /*h 



2 /»« /*« /*^ 

F(x) = - I </fx I rfÇ I rf/cos/xÇcos|xx/(r)r-'S 

ou 

F(.r)= - 1 «/^ I </5 I £f/sin/AÇsinf*x/(/J^'. 

En effectuant les intégrations par rapport à \y ces deux expres- 
sions deviennent 

Ces deux formules supposent x^o. La première est encore 
vraie pour x = o ; elle donne alors 

comme on peut le vérifier en effectuant l'intégration par rapport 
à /x. Pour x=o, Tautre formule donnerait la moyenne entre 
F( — o) et F(-+-o), laquelle est nulle, puisque la fonction F(x) 
est alors supposée impaire. 

En faisant, dans la formule (i),y(f ) = ^i on en tirera faci- 

lement 
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III. Trouver une fonction qui soit égale à l'unité depuis x= — i 
jusqu'à a:= + i et qui soit nulle pour toutes les autres valeurs 
de x. 

On aura 

^, s '^ C^ ^ r ^ j^ 2 f« COS/x:rsinf* , 
F(j:)=- f </fA I cosf*5coSfAjrflÇ = - f ■ ^«f*, 

résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n^ 482, II. 



§iv. 

SÉRIES UE BÎJRHANN ET nE LAGRAlîGE. 

1195. Nous avons vu [1141] que, sif{w) est une fonction de w 
uniforme et continue pour toutes les valeurs de cette variable 
renfermées dans un certain cercle € (dont nous prendrons, pour 
plus de simplicité. Je centre pour origine des coordonnées), cette 
fonction pourra se développer en une série ordonnée suivant les 
puissances entières et positives de w, 

(i) /(«') =ao-+-«i<«'H- a^w*-^. , .. 

Supposons maintenant que l'on change de variable, et que w 
représente une fonction donnée 



(V 



= f[z) 



de la nouvelle variable je, qui soit uniforme et continue dans une 
certaine portion du plan ; cette portion du plan renfermera néces- 
sairement le point correspondant à l'origine des w et pour lequel 
la fonction (f{z) s'annule. Soit z^ ce point, tel que l'on ait 

?(»o)=o. 

Si l'on fait 

/(«.)=/[f(,)]=F(z), 

F{z) sera une fonction de z uniforme et continue dans le voisi- 
nage du point Zq et dans toute l'étendue de la portion de plan 
pour laquelle les deux fonctions/* et cp à la fois seront uniformes 
et continues. 



38 LITBB Vl. — GDAP. Il, § IT. 

Si Ton met poor w sa valeur 9 (z) dans le développement de 
y((v) suivant les puissances de Wy on obtiendra le développement 
de F(z) suivant les puissances entières et positives de la fonc- 
tion <^(2)y 

11 s'agit de déterminer Té tendue de la portion 3 du plan des z 
pour laquelle ce développement est possible, et de trouver les 
expressions des coefGcients âo, a^ a^y ... au moyen des fonctions 
F et Cf. 

1196. Posons, pour abréger, 
et considérons le résidu 

Si la quantité 

lim (Ç ~ z) ^~^L = "'"'^ ^^' ^ = V^ 

n'est pas infinie [et il en sera ainsi si ^'(2) n'est pas nul], cette 
quantité sera la valeur du résidu en question. 

Supposons maintenant que, pour tout point du contour de l'aire 
3, le module de co = ^(^) soit constamment plus grand que le mo- 
dule de w = 9(2). On pourra développer alors en une série 

convergente suivant les puissances de w. On a, en eiTet, 

= -IH [-..._+-(_) H . 

En multipliant par — : F'(^)rf2^ et intégrant tout le long du con- 
tour de ^, on aura 

T'{z) 

f [Z) 
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les coeiBcients b^ étant donnés par la formule 



(4) **=^.r^ 



k 



et le terme complémentaire 0^ ayant pour expression 

1197. La condition 

mod.u^mod.rf' 

sera remplie si l'on prend pour contour de ^ la courbe que Ton 
détermine en égalant le module R de cp(z) à la plus petite des va- 
leurs de ce module qui correspondent aux diverses racines de 
l'équation ç'(z) = o. 

En effet, ce module R, qui s'annule pour le point z = Zo, va 
nécessairement en croissant lorsqu'on part de ce point, puisqu'il 
ne peut recevoir que des valeurs positives. Traçons autour de Zq 
une série de courbes que nous désignerons par (R) et dont cha- 
cune correspondra à une même valeur constante du module R. Si 
l'on pose, u et V étant réels, 

l'équation générale de ces courbes sera 

Deux courbes quelconques de cette suite ne se couperont pas, 
sans quoi il faudrait que u^-i-v^ admît au point d'intersection deux 
valeurs différentes, et alors u et 9, et par suite ç(z), ne seraient plus 
des fonctions uniformes. Donc ces courbes iront en s^élargissant à 
mesure que le module R croîtra, et chacune renfermera dans son 
intérieur toutes les précédentes. 

Il en sera ainsi tant que le module R n'aura pas atteint un maxi- 
mum. Or, pour ce maximum, on doit avoir 

rf(tt'-f-p*) = 0, 
ou, en reprenant les notations du n^ 1101, 
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X et y étant des variables indépendantes, il en résulte 

d'où Ton tire X = o, Y = o, et par suite 

/(j)=X-f-iT = o. 

Donc, toutes les fois que le module d'une fonction sjmectique^{z) 
passe par un maximum ou par un minimum, la dérivée ^{z) 
s'annule. 

Il s'ensuit de là que, si R| est le plus petit des modules de ^[z) 
qui correspondent aux diverses racines de Téquation 9^(2) = o^ 
Ri sera égal ou inférieur au plus petit des modules maxima. Si 
donc on prend pour contour de Taire ^ la courbe (R4 ) donnée par 
Téquation 

<f'{z) sera différent de zéro dans toute l'étendue de cette aire, et, 

si z est un point de l'intérieur et ^ un point du contour, on aura 

toujours 

inod.y(Ç)>mod.y(«). 

Si, de plus, la courbe (R|) est contenue tout entière dans l'aire 

de continuité m de la fonction F (z), et par suite aussi de sa dérivée 

F'fzl 
F'(z) [11361, la fonction -77— r sera uniforme et continue dans 

toute l'aire limitée par (Ri); et le développement donné par les 
formules (3), (4) et (5) sera convergent. 

Si (R<) sortait de l'aire 15, dans laquelle F(z) est uniforme et 
continue, on remplacerait (R|) par une autre courbe (R'^) de la 
série (R), correspondante à un module R', <CRi et contenue en- 
tièrement dans fà. 

1198. Cela posé, multiplions les deux membres de l'équation 
(3 ) par (sl[z)dzz=z dw, et intégrons-les entre les limites Zq et z ou 
entre les limites o et çv. Il viendra, en posant 

(6) Ffs) =«0-^ ^1^^ -•-•••-+- ^«"«-^ / ^n^^f 
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OÙ l'on aura 






i.a.../i .=o L?(^o-+-e)j 

La formule (6) représente la série de Bûrmann. 

1199. Il nous reste à faire voir que, dans les hypothèses où nous 
nous sommes placé, le terme complémentaire I Qndw de la se- 

rie (6) est infiniment petit pour n infiniment grand. Ce terme com- 
plémentaire s'obtient par l'intégration de l'expression 

Le module II de f (^) est constant et plus grand que le module R 
de cp(^). Donc, en faisant sortir le module E de dessous le signey, 
on voit que 0,| se réduit à une fonction finie de z, multipliée par 

le facteur ( - j , lequel est infiniment petit pour n infiniment 

grand, d'où il résulte d'abord que la série (3) est convergente. 

Maintenant, le terme complémentaire de la série (6) s'obtiendra 
en multipliant l'expression (8) par dw= (f^{z)dz et intégrant 
entre les limites Zq et z. Si l'on pose 

R étant le module de (f{z) correspondant à la limite supérieure z, 
on obtiendra pour résultat une intégrale finie, multipliée encore 

par le facteur infiniment petit I ^ ] 9 et l'on en conclura que le 

terme complémentaire de la série (6) est encore infiniment petit 
pour n infiniment grand et que, par suite, la série (6) est conver- 
gente* 

On pourrait encore remarquer que le reste de la série (6) peut 
se mettre sous la forme 






?i?) 
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expression qu*il serait facile de transformer en eflectnant Tinté- 
gration par rapport à Z. On obtiendrait ainsi le reste de la série 
de Bûrmann, comme on Ta fait pour la série de Caucfay [llâO] 
Nous n'insisterons pas davantage sur cette formule , trop compli- 
quée pour être d^une utilité pratique. 

1300. Donnons quelques applications de la série de Bûrmann. 
I. Supposons 

o z^= z — a. z — 51. 

Les courbes (R) seront données par Téquation 

inod.[[» — «)!- — P,] = [mod.(s — a]][mod.(3 — p)] = R. 

Or mod. [z — a) et mod. (;: — ^ ) sont les distances du point z aux 
deux points a et /3. Ces courbes sont donc des ovales de Cassini. 

Pour R moindre que le carré de la moitié de la distance a^ des deux 
foyersy chaque courbe se compose de deux ovales séparées, en- 
tourant Tune le point a, l'autre le point (3. Pour R= ( - apj , les 

deux ovales se rejoignent pour former une courbe en forme delem- 
niscate. Pour une valeur plus grande de R, on a une courbe unique, 
renfermant les deux zéros de la fonction. ^ 

a -4- S 

La dérivée y'(z)==2z — a — (3 s'évanouit pour z = ? 

expression qui, substituée dans 7(2:), donne, pour valeur du 
module, 



Il faut donc prendre R < I - afi j , et partant choisir pour Z celle 

des deux ovales, dont se compose alors la courbe, qui entoure le 
foyer dont z doit être le plus voisin, le foyer or, par exemple. 

On a alors, en supposant cette ovale assez petite pour que la 
fonction F(c) reste uniforme et continue à son intérieur, 

F(z) = F(«)4-flj(z — «)(z — j3)-i-ûr,(s — a)«(3 — |3)«-f-..., 



a„ = — limor* 7^-4t7. = — : ^2 



1.2...//;^." (Ç— p]'* 1.2. ../i " (a — pj'* 
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Soient, par exemple, 

« = 0, jS^i, F(z) = (I-^)^ 

d'où R<[ 79 et supposons que la fonction F(z), uniforme dans 

l'aire ^, qui ne renferme pas le point de ramification z = i, parte 
du point 2 = avec la valeur initiale i>^= i. Il viendra 

(i - z)»*= I - ^ 3(1 - z) + ^iiii^:^ z» (, - z)« 



I ,7. 



1.2.3 ^ ' 

i201. II. Immersion des fonctions. 

Étant donnée entre w et z une équation de la forme w = (^{z), 
on peut, à l'aide de la série précédente, développer z, ou, plus 
généralement, une fonction donnée F(z) de z, suivant les puis- 
sances de (f[z) = Wf ce qui donne l'expression de la fonction 
inverse de la fonction f . La valeur de z en fonction de w pouvant 
offrir plusieurs déterminations, on obtiendra plusieurs formes de 
développement, correspondantes aux différentes aires ^ qui en- 
tourent les diverses racines ^o de l'équation (p(z) = o, et à l'in- 
térieur de chacune d'elles z sera une fonction uniforme de w. 

Soit donnée, par exemple, l'équation 

On a ici 

Zo=Z O, ff'[z) = (l— 3)e-«. 

Pour la racine ^ = i de l'équation (f'{z) = o, on a 

mod. y (z) = — • 

Le contour à l'intérieur duquel z doit être compris est donc déter- 
miné par l'équation 

mod.fze"-) = -» ou x* -4-r' = e'^-^~*^ 
^ ' e 

Pour tout point de l'intérieur de ce contour, on a 

F(z) = F(o) + a^w -\- a^w' -^ . . ., 
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OÙ 

1202. III. «SeWe de Lagrange. 

Supposons que Téqualion entre w et z soit de la forme 



d'où Ton tire 






et, par suite, Zo = c, en admettant que y*(c) ne soit pas nul. 
Si f{z) reste fini dans Taire considérée, Téquation (f'(z) = o 

devient 

/{z)-{z-c)r[z)=o. 

Parmi les racines de cette équation , on prendra celle qui donnera 

pour le module de -^ la plus petite valeur R|, et le contour de 

Taire où z devra être renfermé sera déterminé par Téquation 

z '~~ c 

mod. — — -^ = Ri- 

On aura alors 

¥[z) =F{c] + aiw-+-a,fv* -h.. ., 
avec 



^n~ 



1 . 2. . . /I 



1203. On peut établir la série de Lagrange d'une manière plus 
é lémentaire, mais qui a Tinconvénient de ne pas faire connaître 
les conditions de convergence du développement. 

Soit z une fonction de w, définie par Téquation 

(1) Zrz:c4-«'/(3). 

Si Ton représente par 

(2) Z=:'}(cc') 
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la dépendance entre z et Wy on a, par le théorème de Maclaurin, 



w .., . w' . „ , . w^ 



(3) z = + (o) + - f (o) + — r(o) -H...+ f "(o) +.... 

L'équation (i), pour (v = o, donne z = c, ou 

Un a ensuite 

(4) ^ = fH=/(.) + «./'(z)^. 

d'où 

f(o)=/(c). 

On pourrait continuer ainsi, et obtenir successivement les valeurs 
de ^'(o), 4^''(o), .... Mais on peut trouver une formule pour 
exprimer le terme général de la série. 
De l'équation (4)y on tire 



dfv I — i\>f' ( z ) 

Si Ton différentie] maintenant l'équation (i) par rapport au para- 
mètre c, il vient 

dz I 

donc 

• /• V A. <Ï2 j àz 

ce qui lait connaître j- au moyen de -r- • 

On a maintenant identiquement, quelle que soit la fonction -^^ 

comme on peut s'en assurer soit en effectuant les différentiations, 
soit en remarquant que ces deux quantités sont les expressions de 

I>,D,x(^)=I>cI>.x{^). 
Donc, en remplaçant x'(^) V^^ f{^)y l'équation (5) donnera 

DÎ3 = D.[/(3)D,3] = D,[/(3)D.2]=D,{[/(3)]«D,z|, 
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d*où, en faisant w= o, 

f(o)=Dc.[/{c)?. 
De même 

d'où 

r;o) = D?.[/{c)]'. 

Et ainsi de suite, de sorte qu'on aura, en général, 

En substituant ces valeurs dans Téquation (3), on aura le déve- 
loppement cherché de z suivant les puissances de w. 

Si, au lieu du développement de z, on veut obtenir celui d'une 
fonction donnée F(z), on formera alors les valeurs des dérivées 
de F ( 2 ) par rapport à w. On a 

DlF[z] =D,[F' [z)/{z)l>,z]=D,[r {z)f[z)D,z] 

= d/jF(3)[/(.)]^D,z}=:D.{[/(.)]«D,F(.)J, 

et, en général, 

D;F(2) = Dr'{[/(2)rD,F(3)j. 

Si l'on pose F(s) = <!'(«»), on aura donc 

♦ (o) = F(c), *-{o]=f[c]r[c), .... 
et généralement 

♦('•)(o)=Dr'|[/(c)rF'(c)}, 

et l'on retrouve ainsi le développement du numéro précédent. 

1204. Comme exemple de développement par la série de 

Lagrange, prenons le problème de Kepler, qui consiste à tirer de 

l'équation 

T = « — e sln u 

le développement de l'anomalie excentrique u d'une planète suivant 
les puissances de l'excentricité e, T étant l'anomalie moyenne. On 
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remplacera, dans les formules précédentes, Zj w, c respectivement 
par u, e, T, ety(M) sera égal à si'nu. Il viendra alors 

M =T-h - sinT4- — Drsin*TH 1 DJ-» sin'»T -4-. . .. 

11.2 I .2. . . /I 

Or on a, pour n impair, 

sïn''/iT — /isin(/ï — 2)T-4-(/i)2sin(/i — 4)1" 



sin"T=( 



iz± r 



n — \ 



— ...-f-(— i) « (/i)„_,8inT 



et, pour n pair, 

cos/ïT— n cos(/î — 2)T 4- (/i), cos(/i — 4)T' 



r 



s.n..x = ,-.,-.-.. _...^,_.)î..(„)^ 



On peut tirer de là immédiatement les valeurs des coefficients des 
puissances de e. On trouve ainsi 



Il = T -h tf sin 



inT+ -flsin2T-f- -^. -, fs'sinST— ?sinT^ 

1.2 1.2.3 2* \ I y 



e 



V 



Lf/3c;„/T Z «>> eli 



Pour obtenir le rayon vecteur r, on posera, 2a étant le grand 

axe, 

r 



= F(ii) = 1 — ^cosu, 
a ^ ' 



et Ton aura ainsi 



- =1 — ^cosT-h — sin*T-+- — DTsin5T + . . . 
a 11.2 



= 1 — ecosT (cos2T--i) z (3cos3T— 3cosT) 

12^ ' 1 . 2 2* ^ ' 

e^ I 
;r« — {4*cos4T— 4.a'cos2T) — 

1.2.3 2' ^ ^ ^ ' 

Pour calculer Fanomalie vraie v — u, on développera d'abord 
1- \ = (i — ecosi«)~2 suivant les puissances de ecosu; puis on 
calculera, parla série de Lagrange, les développements des diverses 
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puissances de cosu. On aura ainsi 



-- z= i-f- — -H -j — 1- . . . 4_ f 2ff y — h • • • j cos r 



--j = IH h -y 



-h I h-^ H jcos2T+(— > 1 jcos3T 

-+- 1 — 7— -4- • ' • 1 cosAT -+-.... 
\ 24 J ^ 

En multipliant ce développement par celui de 



e^ e^ tf« 



on aura le développement de 



a- 



£fp=— V^i —e^.dTf 



d'où, en intégrant à partir de T = o, on aura, pour l'expression 
de Tanomalie vraie, 

p-cT=T+(^2e---4-...jsinT-+-(^^--3-3+...jsin2T 

1205. Pour obtenir maintenant les conditions de convergence 
de ces développements, considérons l'équation f'(z)=o du 
n** H97, laquelle devient ici 

sin a — f // — T ) cos u „ 

z=o, ou M — T — tangu = o. 



sin- Il 



En supposant T réel , et posant u = x -h iy^ cette équation se 
partagera en deux autres, 

^ sin2.r Shay 

^ — T = — -— — — ^7r— : > 7 = 



COS2X -h Ch2^ COS2J; -h Ch2/ 

Ces équations ne pouvant être résolues tant que la valeur de T 
n'est pas donnée , cherchons du moins la plus petite valeur que 
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puisse recevoir le module de e pour une valeur réelle quelconque 
de T. 

La seconde des équations précédentes peut se mettre sous la 

forme. 

. • Shar ^, 
2 sin*x = 1 — h Çaxiy, 

y 

Le second membre croissant avecj^, et le premier membre ayant 
pour valeur maximum a, j^ ne pourra surpasser la racine réelle de 

l'équation 

Sha^ I 

iz=:Ch2r— -* ou rr=----» 

laquelle, étant résolue au moyen des Tables de fonctions hyperbo- 
liques, donne la valeur 

r = i,'997 



• • • « 



Si maintenant dans la valeur e= — : on remplace u — T par 

sin a * * 

sa valeur tirée de y'(u) = o, savoir, u — T= tanga, il vient 

, Ch r cosx -+- / Sh r sîn x 

e z= secu = 2 — ■ — -— ^ , 

COS2X -h Lhix 

expression dont le module est 



-v/. 



COS2X -h Chijr 



OU, en remplaçant cos2j:4- Ch2j^ par sa valeur '—' 



»w 



ar 



Sh2j^ 



Cette quantité décroît pourj^ croissant, et, par suite, son minimum 
correspond au maximum de j^, c'est-à-dire à j^ = i , 1997 .... On 
a donc, pour le minimum de R, 

Sh2r Ch2.r— I eut 

= = Sh V> 

2jr a "^ 

d'où 

R = -- — = 0,6627 .... 

H.— Court de Cale, infin., IV. 4 
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Donc le développement ne sera possible, quelle que soit la valeur 
réelle de T, que pour les valeurs du module de e ou de Texcen- 
tricité inférieures à 0,6627. . .. 



§ V. 

DÉCOMPOSITION DES FONCTIOMS EN FRACTIONS SIMPLES. 

1206. Soity(z) une fonction uniforme, présentante l'intérieur 
(le Taire 2, les infinis C|,C2, . . . . Si le point z est également com- 
pris dans l'aire ^, la fonction de la variable ^ aura les mêmes 

ç — z 

infinis quey(^), et de plus l'infini ^ = z. Le résidu de celte fonc- 
tion relatif à l'aire ^ sera donc 



un con- 



La dernière intéerrale — : / -z^ — ^» étant prise le long: d' 

tour qui ne contient pas d'autre infini que z, a pour valeur y(c) 
Donc 



Z 



Soit maintenant n l'indice d'un infini c. On aura [1148] 

Je ï 



î— 2 



ou, en posant (C — <^ )"/(?) = <?(?)' 



c «-» 



-d:-.X^(^)'«[rç^-+—[I^i(ç^ + ^] 
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Z ne devenant pas infini pour ^= c. Le produit Zf (^) ne devien- 
dra pas non plus infini au point ^ = c, et, par suite, on aura 



X 



Zf(Ç)<^ = 0. 



Donc la valeur du résidu -. / '-r se réduit à 

j_r_L_ rii5}^+ ..+ ' fti^] 

_ C' C CfJ 

~~ J^^e "^ [z — c)* "• ^ (î — c)»' 

en posant 

résultat qui coïncide avec celui que nous avons obtenu au n" 420. 



1207. Il reste à calculer la première intégrale — / — i— ^ 



— • 

z 

Supposons que tous les infinis de/'[z), à l'exception de z= co , 
soient contenus dans Taire 3, et appliquons la transformation par 

rayons réciproques, en posant Ç= p- En changeant le signe, 
comme au n° 1139, l'intégrale prendra la forme 

et, l'aire ^'ne contenant pas d'autre infini que le point '^^= o, 
cette intégrale n'est autre chose que le résidu, pris en signe con- 
traire, de la fonction . _^ r'\ ^\'p) P^"^ ^® point Ç'=o. Or 
on a 






H- 3 ç' -H 5* j;'« + . . . -h i* ;'* 4- K ç'^-^-* ), 



V étant l'indice, pris positivement, de l'infini ^ = oo ou f'= o, et 



4 
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K étant une quantité qui ne devient pas infinie pour^'= o. En 
posant 

cette fonction x'^C') ^^"^ finie dans le voisinage de ^' = o, et il en 
sera de même de KyJ^'). Donc la valeur du résidu intégral cher- 
ché se réduira à 

: I —^ — ^=Bo-hBjZ -+-...-hB^3% 

en posant 






(3) B,.= _;, 

Si la fonctiony( z ) est rationnelle, Tordre v de Tinfini 2 = 00 est 
égal à Texcès du degré du numérateur sur celui du dénominateur. 

Si les deux termes sont de même degré, l'expression précédente 
du résidu intégral se réduit à la constante f{^) ou au rapport 
des coeHicients des plus hautes puissances de z dans les deux 
termes de f{z). 

Si le numérateur est de degré moindre que le dénominateur, 

Ç'= o n'est plus un infini de la fonction p/( j: ) = ^/{^)y ^^9 P^** 

suite, le résidu de cette fonction pour Z' =0 est nul. La fonction 
f{z) se réduit alors à la somme des résidus relatifs aux infinis 

1208. Donc, si /[z) est une fonction dont tous les infinis, à 
Texception de z = 00 , sont contenus dans une aire finie >3, et si 
7ii, TZa, . . . , V sont les indices respectifs, pris positivement, des in- 
finis Cl, C2, . . . , 00 ,f{z) pourra se mettre sous la forme 

/(z) = Bo-+- Biz -h . . . -I- BvS" 

(4) { v^r C' C" C(«^ 






le signe S s'étendant à tous les infinis C|, Cj, . . . , et les coedicients 
Ba, C^*^ étant déterminés par les formules (3) et (a). 
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SI rindice v était négatif, ]a partie entière du développement 
disparaîtrait* 

On voit que, si le nombre des infinis 01,02, ... est limité, et 
que les indices tzi, n^, . . . , v aient tous des valeurs finies, la fonc- 
lion J'I^z) sera nécessairement une fonction rationnelle. La formule 
(4) donne la décomposition de cette fonction rationnelle en frac- 
tions simples. 

Dans le cas contraire, le développement dey(z) se composera 
d'une infinité de termes. Pour pouvoir alors faire usage de ce dé- 
veloppement, il faudra au préalable s'assurer de sa convergence. 

1209. Exemples. — I. Formule d'interpolation de Lagrange, 
Considérons la fonction 

^/3>^ n^ 

F(z) étant une fonction entière, de degré moindre que le degré n 
du dénominateur. On est alors dans le cas où la partie entière du 
développement def[z) est nulle, et l'on trouve simplement 

;=,»(Ç~2i){Ç--3,)...(Ç-z«) z-ç 
^ y F(z^J i__ ^ 

En mettant poury(z) sa valeur, on en tire 

'^[zk—^\)"'[zk—H-\)[H'-^k+\]**^[H—^n) ^* 
ce qui est la formule d'interpolation de Lagrange. 

1210. IL Considérons la fonction 

/(3)=COl-, 

qui a pour infinis toutes les valeurs de z qui sont de la forme 

I 

3= • 

/ITT 
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Choisissons pour contour de Taire une courbe qui entoure tous ces 
infinis, à l'exception de celui qui répond à n = o, et par suite à 
^ = 00 , et qui est le point O'. On aura, par la formule du n*' 1208, 



coi- = 



L #/W ItTC J 

D'ailleurs, cotf' étant infini du premier ordre pour XJ^= o, on a 






+ 2Ç'cotÇ'] = «. 



Ensuite 



cot z rfç 



^^-— = lim / cot \ 

_L*-« •=»U__L_. J- + A 



Donc 

n = 
I 

cot 

Z 

n=:i \ n = i 






De ce développement, dont il est facile de constater la con- 
vergence (*), on tirerait aisément les développements de cotz, 

tangz, . . . , en remplaçant z par —j puis zf par z'\ etc. {voir 

nM191,I). 

1211. Si la fonction /(z) a un nombre illimité d'infinis corres- 
pondants à des valeurs de z indéfiniment croissantes, alors les va- 
leurs de z, représentées sur la sphère [1111], se presseront autour 
du point O' avec une densité infinie, et Ton ne pourra plus appli- 
quer toujours à l'évaluation de l'intégrale ^ — -. I -^ — le procédé 

du n« 1207. 



(* ) En effet, il satisfait à la condition connue de conTergence - — — > i . 
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On peut cependant y parv'enir simplement dans certains cas. 
Prenons pour contour de 21 une ligne de dimensions infinies, qui 
ne passe par aucun des infinis dey{î[). On peut alors écrire l'inté- 
grale sous la forme 

Pour Ç infini et z fini, le facteur différera infiniment peu de 

Tunité, et, par suite, on n'altérera qu'infiniment peu l'intégrale en 
le supprimant. On pourra donc, dans ce cas, toutes les fois que 
cette intégrale aura une valeur finie, remplacer la formule (i) par 
la suivante : 



l'intégrale / 



^—j- — est une constante indépendante de z. 



mais qui peut dépendre de la forme choisie pour la courbe infinie 
qui limite 2i, La somme de résidus 



^'^Jc 



f{V,dç 



2Tr' ^^ Je 2 — Ç 



relative à tous les infinis renfermés dans Vaire ;2l, sera en même 
temps dépendante de la forme de cette courbe. Alors le dévelop- 
pement de la fonction en une somme infinie de fractions simples 
ne pourra pas se faire sans tenir compte du terme complémentaire 
représenté par la première intégrale. 

Mais si, en donnant au contour de 21 une forme symétrique par 
rapport à l'origine , il arrive que cette intégrale prenne une valeur 
constante, indépendante de la nature de la courbe symétrique, 
nulle par exemple, comme cela a lieu lorsque y(z) est une fonc- 
tion impaire de z, alors, en associant deux à deux les résidus cor- 
respondants à des infinis symétriquement placés, on aura un déve- 
loppement convergent de la fonction y*(z), sous forme d'une suite 
infinie de fractions simples. 
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1212. Soit, par exemple, la fonction 

f[z] rrr COSécS. 

Les Infinis de celte fonction, qui sont les zéros de sinz, sont situés 
tous sur Taxe des x, aux distances zi=/i7r de l'origine. Prenons pour 
contour de Taire une courbe infinie quelconque, qui ait pour centre 
l'origine, et qui coupe l'axe des x entre deux infinis consécutifs, 
de sorte que coséc^ ne soit infini en aucun point du contour. 

L'intégrale 

Jf* cosérÇ ^ 
a" '"• 

prise le long de cette courbe, aura, en deux points diamétralement 
opposés, des éléments égaux et de signes contraires, coséc^ étant 
une fonction impaire de ^. Donc cette intégrale sera nulle, et l'on 
aura simplement 

cosec3= : Iim > i ^ tl^, 

la somme devant être prise entre deux valeurs de n égales et de 
signes contraires, et qui tendent vers l'infini. 
On a d'ailleurs 



I f* cosccÇ cosécJ: 

- - / 7/ rf? = lim r — /ITT - - =: Il 



< . coséc (me -+- fi ) 
■m - — 



z:= lim 



z — niz — s 



z — nn — t siiu z — nit 

Donc 

cosec3 — ^ — — L«^^ 



z— nn z '^ z* — /i* K^ 



En remplaçant z par z, on tire de là 






En changeant z en iz dans ces deux formules, on aurait les dé- 
veloppements de 777—? -r— • 

* * Sn X I :h r. 
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§ VI. 

DéVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN PRODUITS INFINIS. 

1213. Considérons une expression de la forme 

n 

(l) (H- «o)(ï -♦- «l).-- (1-4- «/»)=IJ (! + «/«)» 



^0, Uiy . . ., an étant des quantités réelles et positives, fonctions de 
leur indice variable n. Si l'on fait croître indéfiniment le nombre 
/i 4- I des facteurs, on demande à quelles conditions le produit 
convergera vers une limite finie et déterminée. 

On voit d'abord que la première condition est que le facteur 
i + a„ tende vers l'unité , et par suite le nombre Un vers zéro, 
pour 72 infiniment grand. 

Ensuite, à cause de 

il en résulte que l'on a 

Il (i 4- ^rt) <C n<?''«, c'est-à-dire < e-' 



-«« 



Donc, si la série 

converge vers une limite finie A pour n infiniment grand, on aura, 
quelque grand que soit n, 

n(i-l-£7„)<e\ 

D'ailleurs tous les facteurs i -h a^ étant plus grands que l'unité, le 
produit croît nécessairement avec n. Donc le produit n(i 4-a«) 
converge vers une limite finie, toutes les fois qu'il en est de même 
de la série Za». 

De plus, on a évidemment 

n(«-*-^,i)>2^«. 

Donc, si la somme de la série Sa;, ne convergeait pas vers une 
limite finie, mais croissait indéfiniment, il en serait de même 
a fortiori du produit II ( i -h ^/i ) . 
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Donc la convergence de la série ^a„ est la condition nécessaire 
et suffisante de la convergence du produit n(i + a^,). 
Considérons maintenant le produit 

n(n-«„), 

dans lequel lio, Uj, • • . » U/i sont des quantités complexes, compre- 
nant comme cas particulier les quantités négatives, et ayant pour 
modules les quantités a^y ai , . . . , a„. Le module d^une somme étant 
moindre que la somme des modules des parties [71 ] et plus grand 
que leur différence, le module de i-h u„ sera compris entre ceux 
de H-û/, et de i — «„• Donc [74] mod. Il (i -h ii„) sera compris 
entre n(i +an) et n(i — an)- Si donc, suivant les conditions de 

convergence de la série Eau, ^n tend vers zéro, ainsi que ^^ a„, 

71 et N étant deux infiniment grands indépendants l'un de Tautre, 

N 

on en conclura, comme précédemment, queTT (i ihai,) tendra 

n 

vers l'unité pour tz et N croissant indéfiniment. Donc il en sera de 

N 

même du module de TT (i -f- «„), et, par conséquent, on en con- 

n 

dura, par un raisonnement analogue à celui que Ton emploie dans 
la théorie des séries, que le produit TT(i -h ««) tendra vers une 



limite finie. 

Si l'on remplace u^ par UnZ, z ayant une valeur finie quelconque, 

n 

TT(i4-U/i2) satisfera évidemment aux mêmes conditions que 




n 



TT(i -h u^), et par suite sera aussi un produit convergent. Donc, 



toutes les fois que les coefficients Un rempliront les conditions 

«0 

ci-dessus, le produit infini TT(i H- Unz) prendra, pour chaque va- 



j 
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]eur de z, une valeur finie et déterminée; ce produit représentera 
donc une fonction finie et uniforme de z. 

De plus y cette fonction est continue et monogène. Pour le 
prouver, il sufïit de faire voir qu^elle a, pour chaque valeur de la 
variable z, une dérivée finie et déterminée. En effet, si l'on pose 

n 


la dérivée de cette fonction sera donnée par l'équation 






Le second membre est une série convergente pour n infiniment 
grand. Donc DjZn converge vers une limite finie et déterminée, 

«0 

et par suite la fonction Z=TT(i + U/|2) a une dérivée finie et 



déterminée par rapport à z, c'est-à-dire qu'elle est monogène. II 
s'ensuit de là maintenant que àxTi est infiniment petit avec dz, et 
par suite que la fonction Z est continue. 

1214. Voyons maintenant comment nous pourrons obtenir le 
développement d'une fonction donnée y (z) en produit infini. 
Appliquons au développement de la fonction 

F(.) = D,log/(.) = ^ 
la formule du paragraphe précédent, 

la fonction y'(z) étant supposée uniforme dans toute l'étendue 
de l'aire 3i. 

La fonction dérivée /'(z) a les mêmes infinis que/{z) [1136]; 

donc ^. . ■ ne peut devenir infinie que pour des valeurs qui rendent 

y{z) ou infinie ou nulle. 
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Soient c un zéro ou un infini de f{z)f m son indice, positif ou 
négatif [1133]. La fonction 



ir 






[') 



sera finie, continue et difTérente de zéro pour z=:c [1152, 1153]. 
Donc 



?'(') = 



[z-c]'- [i-c] 



//l-f-1 



sera aussi continue pour z = c. Il en sera de même, par consé- 
quent, de 

f l ") m 
Donc h.— r est éiçal à > plus une fonction finie et continue 

f[z) ° z—c ^ 

pour z = c. Le terme étant infiniment grand du premier 

Z — "■ c 

ordre, tandis que l'autre partie est finie, on en conclut que, pour 

toute valeur* z = c qui rend la fonction f[z) nulle ou infinie, la 

f'{z\ 
fonction -j--- =Dxlogy(2) est infiniment grande du premier 

ordre. 

D'après ce que nous avons vu [1206, 1208], le résidu 






)^Ç 



est égal à la partie de la fonction D^ 'og/^(^) qui devient infinie 

pour <s 1= c, c'est-à-dire à » comme il est d'ailleurs aisé de le 

s — c 

vérifier, en calculant directement 



Donc 






2.,- 



II reste à calculer l'intégrale 

'g/(?) 



2 
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On pourra développer en une série ordonnée suivant les 

puissances positives de Zy le module de ^, sur le contour de 3, 

pouvant toujours être supposé plus grand que le module de z. 

L'intégrale se présentera alors sous la forme d'une série ordonnée 

suivant les puissances ascendantes de z, le contour étant choisi de 

manière à ne passer par aucun des infinis de T^zXo^f^z). 

Si l'on suppose l'aire ^ infinie dans toutes ses dimensions, on 

verra, comme au n° 1211, que l'intégrale précédente a la même 

valeur que l'intégrale 

'^/log/(ç) 






ç 



et par suite elle se réduit alors à une constante H indépendante de z. 
Si la fonction Dçlog/'(f ) est impaire, et que l'on choisisse pour 

contour de l'aire ^ une courbe symétrique par rapport à l'origine, 

alors la constante H sera nulle. 

Gela posé, en désignant par H la valeur, constante ou variable, 

de l'intégrale 

ni J'it 



27r/J^ Ç — a 



on aura 



(■) D,log/(z)=2;-^4-H. 



En intégrant les deux membres entre les limites Zq et z, Zq 
n'étant ni un zéro ni un infini def[z)y il vient 



d'où l'on tire ( • ) 









dt / ^ r \ "* 

c 



le produit II s'étendant à tous les infinis contenus dans l'aire ^. 



(*) L'intégrale de </log/*(z) dépend, comme nous le verrons plus lard, du chemin 
suivi par le point t pour passer de z, en z, et les valeurs que l'on obtient pour 
lo0/(«) peuvent différer d'un multiple quelconque de 2T(i. Il en est de même pour 
l'intégrale du second membre. Mais ces multiples de a^t no peuvent avoir aucune 
influence lorsqu'on vient à repasser des logarithmes aux nombres. 
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Si l'înlégrale H est nulle, le facteur er^ se réduira à l'unité. 

1213. Supposons maintenant que, dans Finiérieur de Taire 3, 
chacune des équalions 

n^ait que des racines simples, et soient c«, Ci, ... les racines de la 
première, c'est-à-dire les zéros A& la fonction /"(z), et y,, 70 ... 
les racines de la seconde, c'est-à-dire les infinis Aef[z), La for- 
mule (i) deviendra 

d'où 



/ 



le produit supérieur s'étendant à tous les zéros Ae f[z) compris 
dans l'aire 3, et le produit inférieur à tous les infinis compris dans 
la même aire. 

Chacun de ces produits sera de la forme de ceux que nous avons 
considérés dans le n^ 1213, et, s'ils remplissent les conditions de 
la convergence, ils auront l'un et l'autre pour limites des fonctions 
svnectiques de z. 

Si les zéros c sont distribués symétriquement sur une parallèle à 
l'axe des x, par exemple, indéfinie dans les deux sens, et que l'on 
prenne pour contour de >2l une courbe infiniment grande, symé- 
trique par rapport à l'origine et ne passant par aucun des zéros ni 
des infinis de la fonction y(z), l'indice n des points c„ compris 
dans l'aire variera entre deux valeurs infiniment grandes, corres- 
pondantes à deux points symétriques. Et de même pour les 
infinis y. 

Ainsi, si les zéros sont représentés par les valeurs a -h /i«, a et a 
étant des constantes, l'indice n devra varier, dans le produit H, 
depuis — n k -^-n, n tendant vers l'infini, de sorte que le produit 
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aura pour valeur 



lira TT(i4-«n3). 



— Il 



Si les zéros sont de la forme a-f-(2/iH-i)a, n devra varier entre 
deux valeurs n', /i'^, telles que 2/i''-hi soit égal à — (2/1'+ i), 
c'est-à-dire que l'on devra prendre «"= — nf — 1, ce qui donnera 
la valeur 



■n 



lim n [i^u^z]. 



— /i — t 



Ces remarques sont essentielles dans les cas où la conver- 
gence du produit dépend de la forme du contour de l'aire 3 et du 
mode de groupement des facteurs. Il peut arriver, en eifet, que la 
quantité H ne s'annule que par suite de la symétrie de la courbe 
d'intégration y et que le produit II ne soit convergent que si l'on 
prend pour son élément le produit de deux facteurs d'indices égaux 
et de signes contraires. Dans ce cas, l'introduction ou la suppres- 
sion d'un facteur d'un seul côté de Torigine pourrait modifier la 
valeur du produit. 

Si l'on effectue le groupement des facteurs équidistanls de l'ori- 
gine, en posant, suivant les cas, 

ou 

I 4- U„=(l 4- w«3) (l -h tf_„-i 3), 

le produit prendra la forme 

n 

lim TT(' + u„), 



ou simplement 


121G. Exemples. — I. Soit la fonction 

/(z)z= COS5; 
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on aura 

D,log/(»^ =1 — tangs. 

Les seuls infinis de cette fonction sont les zéros de cosz, donnés 
par la formule 

et, comme ces zéros sont du premier ordre, on aura 



n 






Si Ton prend maintenant pour contour de ^ une ligne infinie, 
symétrique par rapport ii Torigine, on aura 






f'^ — o. 



Donc alors H = o, et, par conséquent, 



n 






d'où, en intégrant. 



" Z — ( 2 « -H I J - 

CC)S3 .. ^^ . 2 



loff 1 =: l'un y \os 



^r 



C0S3y n = , A^ , , TT 



2 

OU, en faisant Zq= o, 



n 



logées 8= lira ^logl i L 



(*) En groupant les termes équidistants de Torigine, on trouve 



ta 



V 
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OU enfin, en groupant symétriquement les termes, 



logcosg=y log 

(2 



Donc 

n 
COSZ = " 



"*"'tJ 



II. Si l'on considère de même la fonction 

/{z) = cos{z'-Zq'), 
on trouvera 

cos g— g j ,. TT ^- 
= hm II 

COSZy „=« XX TT 

_ „ _ 1 — 2y — ( 2 « + I ) - 



n 



=1- n M 



III. Soit encore la fonction 
pour laquelle 

On trouve encore ici H = o. Les zéros de — sont du premier 

ordre et répondent à z=nr^ Donc, Tindice n devant recevoir 
toutes les valeurs entières, zéro excepté, on aura 



n 

sin2 



= iimrr('--) 

/!=» «-X \ nir/ 



z 

— n 



OU, en groupant les facteurs deux à deux, 



si„3=,U(.--fl,). 



1 

H. — Cours de Calcul in fi ft., IV. 5 



66 LtVBB Tl. — CHAP. Il, { VII. 



§ VII. 

APPLICATION DE L^STÉCAATION PAS RAPPORT A UNE VARIABLE 
COMPLEXE AU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

1217. Nous avons vu que, si IS dx -hV dj- est une différenlielle 
exacte dw d*une fonction des variables indépendantes x, jj l'in- 
tégrale f dwy prise le long du contour de Taire ;3i, se réduit à zéro 

•/a 

lorsque U et V sont deux fonctions uniformes et continues dans 
rintérieur et sur le contour de cette aire. Si Tune ou l'autre de 
ces fonctions devient inGnie en des points 

situés à rintérieur de 3, l'intégrale i dw est égale à la somme des 

intégrales i dw^ j dw, . . . , prises le long de contours infinités!- 

maux embrassant chacun des infinis c^y C2y 

Si donc on désigne par A la valeur de l'intégrale / dwf on aura 

la formule fondamentale 

Je 

« 

le signe de sommation s'étendant à tous les points de discontinuité c 
des fonctions U, V contenus dans Taire ^, 

1218. Pour calculer une intégrale i dw prise le long d'un con- 
tour infinitésimal tracé autour du point c, posons 

X -h iy — c = x -+- / j- — [a -^ iù]=: pe'?, 

d'où 

X — a=z p cos^y x — b = p sin^, 

et prenons pour contour le cercle de rayon infiniment petit p. 
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L'expression dw=lJdx -j-Vcî^ prendra, p étant constant, la forme 
F(p, <f)d(f, d'où 

dw=\\m I F{p,f]df, 

Soit, par exemple, l'intégrale 
fs rxdy—xdx 

(') j"^^T7~' 

prise le long du contour d'un carré dont les côtés ont pour équa- 
tions x = it:i,j^ = ±:i. L'intégrale pourra se décomposer de la 
manière suivante : 

r'-±-^ r'^^+ r'^z^+ r"zi^ 

Or les fractions 

■3: — r 

ont l'une et l'autre un point de discontinuité pour a: = o, j^ = o. 
En calculant, par la transformation précédente, l'intégrale (i) prise 
autour de ce point, on aura 

? = 0*/o ? 

Donc 

r-^ ' dx n 



27r. 



X'-h l 2 



1219. Si en particulier Udx-j-Vrfj^ est la différentielle d'une 
fonction monogène F(^) d'une variable complexe z, on aura alors 

d'où 

U + « V = o. 

En faisant donc U =/(z), l'expression \Jdx -hYdj- se changera 

5. 
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en f[z)dzy et — : sera le résidu intégral de la fonction y( s) rela- 
tif à Faire 3. On aura donc la formule 

Pour faire usage de cette formule, on choisira le contour de 
l'aire 3 de manière à pouvoir exprimer l'intégrale 1 J\z)dzk 

l'aide d'intégrales défînies relatives à des variables réelles, et l'on 
égalera cette valeur à la valeur de ^, calculée au moyen des formules 
que nous avons données pour évaluer les résidus. En séparant 
ensuite, dans les deux membres de l'égalité, le réel de l'imaginaire, 
on obtiendra deux relations entre des intégrales définies et des 
quantités connues. 

On prendra généralement pour contour une ligne telle qu'une 
seule des variables réelles x et^, ou r et p varie à la fois, ou bien 
que les deux variables soient des fonctions données d'une même 
variable auxiliaire; on rencontrera alors immédiatement des inté- 
grales définies ordinaires. Pour cela, on composera, par exemple, 
le contour de parties circulaires ayant pour centre l'origine, ou de 
parties rectilignes parallèles aux axes. Dans le premier cas, le 
rayon vecteur r sera constant; dans le second, une seule des coor- 
données Xjj variera. 

Appliquons cette méthode à quelques exemples. 

1220. Si l'on prend pour contour un cercle de rayon r et de 
centre c = a -h iby et que l'on pose 

X =^ a -\- rcos/7, / = 6 -h rsin/?, 



la difTérenlielle IJdx -i-Ydy prendra la forme F(r, /;)rf/^, ou 
simplement F{p)dpy r étant constant, et l'intégrale proposée 



deviendra / F(^p)dp. Donc on aura 






f "F(p]dp::.X 
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équation qui se partagera en deux autres si F[p) est une fonction 
complexe de p. 

Soit, par exemple, l'intégrale 

/{z) dz 
, 

I — az z 



i 



f{z) étant une fonction uniforme et continue dans Tintérieur de 

l'aire l^. La fonction , a pour infinis les points z = o et 

[i — az)z ^ ^ 

z= -j qui peuvent être, ou non, contenus dans Taire Z. On aura 
donc 

r f[z] dz^ r /(z) dz ^ r f(z] dz 

J'* I — az z J^i — az z J ^ i — az z 



chaque intégrale du second membre devant être remplacée par 
zéro si le point auquel elle se rapporte est hors de Taire. 

Si z = o est dans Taire, la première intégrale aura pour valeur 

/•. = 27r/lini I z — — I = 27r//(o). 

De même, si ^ = - est dans Taire, la seconde intégrale sera égale à 



a 



..= =„B„[(.-i)^]=-,.,y(i) 



a 



La valeur de l'intégrale proposée sera donc 

A = X',, ou = /*j, ou = Âl, H- X-j, 

suivant que Taire Z contiendra le point z = o seul, ou le point 
z = - seul, ou ces deux points ensemble. 

Si Ton prend maintenant pour Z un cercle de rayon i , alors 



dz 
z =• éi\ — = idp^ 
z 



et il vient 



f i -T^^ == 2 7r/( o ), pour mod. a < i , 
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et 

X'"f!z^'/f = ^-[/(<^)-/(^)]' PO«rinod.a>i. 

En supposant y*(z) = i et a réel, il vient, suivant que la valeur 
numérique de a est <^ i ou ]> i , 



X 



= 2 TT ou =0, 



O I-^^'' 



d'où [i;oir 459, III] 

'^'^ (i — acosp)dp 



£ 



J. 



^ I — 2a cos/> -4- a* 
■^^'^ sinpdp 



Q I — 2acosp -+- fl' 



= 27r ou o 



= o. 



y 



1221. Dans certains cas, on connaît a priori la valeur de A. 
Supposons, par exemple, que Ton sache développer, par un moyen 
quelconque, la fonction F(z) de la variable complexe z en une 
série convergente pour tous les points de Taire 3i, et ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de z — c. Le coefficient de 
la n**"' puissance de z — c aura pour expression [1140] 






Si donc on connaît d'avance la valeur de ce coefficient a„f on 
aura par là même la valeur de l'intégrale qui le représente. 

Si Ton prend pour 2i un cercle de rayon r et de centre c, com- 
pris dans l'intérieur du cercle de convergence de la série, la valeur 
de l'intégrale sera 

' ¥{c -+- re^P)e-'"'Pdp = inr"a„. 



Plus généralement, si l'on connaît le développement d'une fonc- 
tion F(z) en une série ordonnée suivant les puissances positives 
et négatives de z — c et convergente dans tout l'intervalle 2i com- 
pris entre deux cercles de centre c, on aura la même formule (i) 
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pour toute valeur entière de /i, positive, nulle ou négative, r étant 
la distance du centre c à un point quelconque situé entre les deux 
cercles. 

On pourrait aussi employer au même usage l'expression générale 
des coefficients de la série de Bûrmann. 

Pour appliquer ces formules au calcul des intégrales définies, il 
suffira de séparer, dans chaque membre, le réel de l'imaginaire, 
ce qui fournira deux relations. 

Par exemple, du développement connu de la fonction 

e-== I — z H •••-»-( — i)'* h • • • 

1.2 ^ '1 .2. . ./i 

on tire, pour /i^ o, 

27rr'» 







I .2. . ./3 



formule qui se décompose dans les deux suivantes : 

\ ^rcotp cos(/'sin/>-H/i/>)^ = (— 1)" , 

Q 1.2...// 

tf~'*^~''sin(rsin/>-h np)dpz=io. 


Pour n<^o, la première intégrale serait nulle, aussi bien que la 
seconde. 

4222. Prenons maintenant pour Taire 3 un demi-cercle ayant 
son diamètre sur l'^xe des x et son centre à Torigine. En désignant 
par R le rayon du cercle {Jig» 92), on a 

/(A'A)-H/(ABA')z=A, 
c'est-à-dire 

/ f[x]da:'^i Ç"" f[KéP]Vie^Pdp=ti. 

Supposons actuellement que f[Ke'P) soit infiniment petit 
d'ordre /x pour R infiniment grand. Alors la fonction Rt'y(Re'>)e'> 
conservera, pour R croissant indéfiniment, une valeur générale- 
ment finie cp(e'/'). La seconde des intégrales précédentes pourra 
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alors s'écrire sous la forme 



s;.-, r%(^')*. 



• 

La quantité sous le signe J restant toujours finie, Tintégrale sera 




pareillement finie, et, si Ton suppose /^]>i9 elle sera multipliée 
par un facteur infiniment petit. Donc on aura, dans ce cas, 

lira/ nf[Re'P)ïiePdp = o, 

et notre formule se réduira à 

(2) f ^f[x)dx=L, 

t/ — en 



GO 



A représentant toujours le produit par 27;i du résidu intégral de 
la fonction y*(z), relatif à tous les infinis de cette fonction situés 
au'dessus de Taxe des jc. 

1223. Considérons, par exemple, l'intégrale 



S 



m eln étant deux entiers positifs, tels qu'on ait m<^n. Alors 



/(R^'') = 



I 4- R*«e*'"> 



est infiniment petit de Tordre a/i — 2/w]> i, et la formule (a) est 
applicable. On en tire 

/•* x^'"d,c 



I -h X*'* 
00 ^^ 



= A. 
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Or, les infinis situés au-dessus de Taxe des x sont celles des 
racines c= e^P de Féquation i -f- 2^"= o dans lesquelles le coeffi- 
cient de 1 est positif et qui répondent à 

ff StT StT [in l'jTT 

P =Z > » 9 •••> • 

in 7,n ^n m 

Il vient alors 

A = 2r/(Fi -+- F3 -h . . . 4- F,«_i ), 

en posant; pour abréger. 

On a, pour^ = ca, 

Fi.= hm — ^—^ '——- = hm ^ ^ , - ^,-— , > 

ou, à cause de 1 +cJ" = o, 

F^,= lim ' , -— = - — 4'"^*- 

— 2/iec^*-+- ... 2/1 



ICI 



En faisant donc, pour abréger, e *" =7, on a 

2/1 ^ 2/17 — 7 * 

Or, ]^our m entier, y*" = — i ; donc 

l^k= r = cosëc^^ —' 

/î 7 — 7~* 1 in 2 n 

Si l'on fait maintenant R= 00 , et que Ton suppose m<^/i, 
d'où 2m-f-i<^2/i, Tintégrale prise le long de la demi-circonfé- 
rence s'évanouira, et il restera, en prenant la moitié de part et 
d'autre, 



i 



00 



x^"^dv ir , ( 2 m -I- 1 1 TT 
-= — cosec j 



Q I -h X*'* 2/1 2/ï 



comme nous l'avions déjà trouvé [490]. 
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1224. Soit encore rintégrale 



M 



- dz. 

z 



En faisant z = Re'>, la fonction y(z) devient 

giKCMp 

g-h%\np _ 

et, pour toutes les valeurs de p comprises entre o et tt, cette quan- 
tité est infiniment petite d'ordre infini lorsqu'on fait R = oo . Il 
reste à examiner ce que devient Tin tégrale 

if/(Ke'P)Ke'Pdp 

pour les valeurs de p infiniment voisines de o ou de rt, c'est-à-dire 
à trouver la limite de Texpression 



Si Ton fait abstraction du facteur e"*^ "*"'*, l'expression sous le 
le signe f peut se mettre sous la forme 

(P -h /Q) cospdp, 

P et Q étant des fonctions de p qui ne deviennent pas infinies en 
même temps que R. Donc l'intégrale proposée peut être mise sous 
la forme 



/ e-^*^^Pcospdp{l?'hiQ), 

J o 



expression dont la valeur est égale à la quantité 






e-^^^Pco%pdp = i (i — c-R«»"«), 

R. 



multipliée par une valeur moyenne de la fonction P 4- 1 Q, c'est-à- 
dire par une quantité finie. Donc l'intégrale s'annule pour R in- 
fini, et la formule (2) est applicable. 



CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. y5 

Pour a positif, la fonction a, au-dessus de l'axe des Xj l'infini 
z = ia, auquel correspond le résidu 

: / ■: = - e-^. 

Donc, pour a ]> o, 



J-oo **« — 



la — X 



Si l'on change a en — a, la fonction n'aura plus d'infini au- 
dessus de l'axe des a:, et l'on aura A = o, d'où 



X 



-. =0. 

_ 00 la-^x 



En combinant ces deux formules par addition et soustraction, 
on en tire [485, IV] 



* cosjc Tze-^ 



dx=: 



«' -h j:* 2 a 



I —- dx = • 

/ û* -f- x' 2 

«. o 

Cette dernière formule donne, en faisant tendre a vers zéro. 



X 



00 . 

sinx _ TT 
dx-=i — 

X 2 

o 



1225. Si la fonction /(^) a un infini en un point de l'axe des x, 
à l'origine -z = o par exemple, l'axe des x faisant partie du con • 

Fîg. 93. 



a\ 



tour, nous changerons alors la forme de ce contour, afin d'éviter 
le point O, en décrivant autour de ce point ^fig* 93) un demi- 
cercle de rayon infiniment petit r, et prenant pour aire l'espace 
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compris entre les deux demi-cercles et leur diamètre commun Ox. 
On aura alors la formule 

' /( rv'P )re'Pdp = A. 
o 

Si la dernière intégrale i f[r&P)re'Pdp tend vers zéro en 



même temps que r, on se retrouve alors dans le cas des numéros 
précédents, et, si Fintégrale prise le long du demi-cercle extérieur 
s'évanouit pour B = oo , on pourra appliquer Ja formule (a). Si 
les intégrales prises le long des demi-cercles ne s'évanouissent 
pas, on joindra leurs valeurs, prises en signe contraire, à la valeur 
de^. 

Soit, par exemple, la fonction 



z 
on a 



f[re''P)re^'Pdpz= j e"''"'dp. 
o Jo 



En développant e""*^ en série et faisant ensuite r = o, on voit que 
cette intégrale a pour valeur ?:. On en conclut, en raisonnant 
comme au numéro précédent, 






c'est-à-dire 

.oc . 

sidj: _ TT 
dx=z - 

X 2 



/ 



1226. Prenons pour aire 2i le rectangle parallèle aux axes, dont 
les côtés ont pour équations 

x=xo, x=zx, r=jo' x = ^' 

La formule 



/ (Ur/x-f-Vrf/) = A 
J3i 



■ -H 
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devient 

(3) f (U.„,-U,.,»)rfx-f- r (V,,,-V,.,^)rfr=A, 

et, si Udx -hydj" est de la {oTmef[x-h ij) {dx-h îdj), 

f [/(*-f-^>o)-/(^4-/Y)]^r 

(4) { " 

+ / f [/(x-f-/»-/(^o-f-i»]^r = A. 

Si l'on suppose maintenant Xo = — ao,X = -f-oo,Y = -f-QO, et 
que iJjr,x et Vj.,j ou /{x-hiy) s'annulent pour x=dzoo quel 
que soitj^, et pour^ = -j- oo quel que soit x, ces fonctions étant, 
de plus, des infîniment petits d'ordre supérieur au premier, la 
formule (3) devient 

/»-*-Q0 

et la formule (4) • 

/ /(x-f-/>o)^/j: — A. 

Si, dans celte dernière, on suppose jo = o, on retrouve la for- 
mule (2). 
Si l'on fait 

^ ' O.v ' dr 

la formule (3) devient 

Supposons, par exemple, 
a étant positif, et faisons 
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Si la fonction F{w) est infiniment petite d'ordre supérieur au 
premier pour x = 00 , l'équation se réduira à 

F{a,T)d.r—[a'hib) f F[[a -^ ib]x]dx = A. 
o •/o 

Si Ton prend F((v) = w""* e"'**, n étant réel et positif, on a 
A == o, et F(w) est infiniment petit d'ordre supérieur au premier 
pour j: = H- 00 . La formule précédente devient donc [488] 

Donc la formule (7) du n° 488 subsiste pour les valeurs com- 
plexes de a dont la partie réelle est positive. 

Si l'on fait a-\-ib = pe", la formule se décomposera dans les 
suivantes : 

e~^^x'^-^oosbxdx=^ — __r(/i), 



JT'^ ^^ .. I • 1 . sin//Ô , , 

f{z] 

1227. Soit ¥ {z)= ~-!- une fonction rationnelle dontlenumé- 

rateur est d'un degré inférieur au moins de deux unités au degré 
du dénominateur. Supposons que l'équation <^{z) = o n'ait pas de 
racines réelles ni de racines multiples, et soient C|, c,, . . . les ra- 
cines complexes de cette équation qui ont leur partie imaginaire 
positive. En appliquant à cette fonction la formule (2), il viendra 
[469, IV] 

— — rfx — 27ri > :——-=: 'y.Tt > C, 



/- 



le signe S s'étendant à tous les infinis c situés au-dessus de l'axe 
des 07, et Ce, Cj, ... étant les numérateurs de celles des fractions 
simples dans lesquelles se décompose la fonction donnée, qui cor- 
respondent à ces infinis. 

Ainsi, si f{z) est d'un degré inférieur à l'unité, la fonction 

Zi*_L n'aura, au-dessus de l'axe des x, que le seul inflni ^ = -4- /. 
I -t- «* 
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et, par suite, 

En particulier, siy(jî)=( — ix)i*~',pour o <^fx<^ 2, on a 



«f 



d*où, à cause de i = e* , 



X 



rt 1 -f- X* . .tATT 

° 2 sm * — 

2 



) 



formule qui revient à celle que nous avons trouvée au n*" 490. 

1228. Prenons pour contour le périmètre d'un triangle rectangle 
ABCdontles sommets aient pour coordonnées respectives {xo,j'o), 
(X, jo), (X.,Y). On aura 

/(AB)+/(BC)-/(AC) = A. 

En faisant, pour plus de simplicité, a:o=j^o = o, on aura, en 
chaque point de AG, 

jr=zaa:, d'où djr =zadx, Yi^aX, 

et Ton a, au lieu de la formule du n® 1206, 



•/o 



Si Ton fait w = x -^iy, cette formule devient 



Y Y Y 

Ç ¥[jt:]dx-¥ia Ç F{%-i'iajr]djr — [i^ia)C F[[i -i- ia) x]€lr = ^. 



Soit, par exemple, la fonction 
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qui est finie pour toule valeur de Xy si Ton prend 

3 = ( I 4- «Vî ) -r, «• < I . 

Alors A = Oy et Ton a 

o ^ o 

Si Ton suppose maintenant X=^oo , comme on a, en faisant 

•/o •/o 

el que la seconde intégrale a toujours une valeur finie, la première 

Xoo ç 

e"' dx = — '- » 









d^où, en séparant le réel de l'imaginaire, 



X 
X 



^-(1 -a«;x-.cos[ ^ûx' ^ dx = , ^"^ ,, , 



•^ /i\/7r 



^-f '-«')*■« sin(2ax=)f/x = 



t2(H-a=*) 



1229. Soit F ( z) une fonction rationnelle. Nous avons vu [1206 

et suiv.] que celte fonction peut se décomposer en une fonction 

entière f{z)y plus la somme de tous les résidus de la fonction 

Ff i: . 

— ^"— , relatifs aux divers infinis Cy c\ ... de la fonction F(Ç), 

somme que nous désignerons par 

^ _ ^'k 

-i (7- cf • 

En prenant donc pour ^ une aire renfermant tous les infinis de 
F(z) autres que z = oo , et représentant par <f[z)une fonction 
quelconque uniforme et continue dans toute l'étendue de Taire Hy 
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on aura 

et par suite [1135] 



//")'(-)'-=2<=.X(^="'2<='r:£^ 



) 



En faisant, par exemple, (p(z) = e'i**, pour/ui^o, on aura, la 
fonction sous le signe fêlant supposée infiniment petite d'ordre 
supérieur au premier pour x = oo , 

où Ton a fait c = a -f- lé, F ( x) n'ayant aucun infini sur Taxe des a\ 

1230. Soient w une fonction de z, et cj>(^v) une fonction de w qui, 
pour des valeurs 

... — ' " ,{m) 



correspondantes à des points z contenus dans Taire jjl, devienne 
infinie des ordres respectifs 

Soit, de plus,y(z) une fonction de z qui ait, pour les points 

contenus dans Taire ;^, des valeurs infinies des ordres respectifs 

», », •••) »* ' . 

Posons, comme précédemment, 



et de même 






la variable (ù prenant les valeurs correspondantes à celles que 
prend Ç le long du contour de Taire 3. 

H. — Cottrf de Cale, î/tfin., IV. 6 
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Le produit 9 (fv)/(j) ajant pour infinis tous les infinis des fonc- 
tions 9 et y, on aura 

Si l'on pose maintenant 

f{z]dz=:¥[iv)fiu^, ou F(lp)=/(*)^, 

la première somme deviendra 

si Ton fait ensuite 

la seconde somme deviendra 

Donc on a la formule 

Exemples. — I. Soit f{z) = j • En prenant toujours pour 

3 la moitié supérieure du plan , on a 

c =1 i, C=z liai 



I -h (i' 4- £)* ~~ ii 

La seconde somme devient donc 
Si Ton fait, de pluS; 



I -h iz 
«' = :-, 

I — IZ 



on a d*abord 

«•[/) — O, d'où 7r*(/) ^ jry(o). 
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Ensuile 

dz ï ffw 

d'où 

F(rv)=-i-- 

Donc 

Par conséquent, si l'on se trouve dans les conditions du n** 1222, 
on aura 

r;'(^)Tvi==<'i<»-2<-)"p]- 

II. De même, pour 

d'où 

F «• = 



T» 



,i^ 



on trouvera 



=. jr?(Iogr) -i- aTrry ^- . D*"' , '\ ' 



6. 
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CHAPITRE III. 



THÉORIE DES FONCTIONS MULTIFORMES. 



DES FOKCTIOXS MULTIFORMES. 

1231. Nous avons appelé fonction multiforme [1110] de la 
variable complexe z une fonction qui, pour chaque valeur de z, 
est susceptible de prendre plusieurs valeurs distinctes, difieranl 
entre elles de quantités (inies. 

Si Ton attribue à z une suite continue de valeurs, nous suppo- 
serons que chacune des déterminations de la fonction w=f[z) 
prend aussi une suite continue de valeurs, de telle sorte que, si le 
point variable z décrit dans le plan des z un chemin continu quel- 
conque, chacune des déterminations de w décrira en même temps 
un chemin continu correspondant. Nous appellerons ces divers 
chemins les branches du chemin total décrit par la fonction w. 

1232. On peut aussi considérer le plan des z comme portant, 
en chacun de ses points z, les diverses déterminations de la fonc- 
tion çv, qui formeront divers systèmes de cotes attachées aux 
points z. En rangeant ces diverses déterminations w^^\'kv^^\ ... 
toujours dans le mêmeordre,demanièreque les valeurs w^*^-HrffV^*^ 
çy(2)^ dw^^\ . . ., correspondantes à z h- rfz, soient rangées res- 
pectivement à côté des valeurs w^^\ w^^\ . . . , correspondantes à ;: 
et dont elles diffèrent infiniment peu , on formera ainsi plusieurs 
couches de valeurs de (v, telles que w variera d*une manière con- 
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linue dans chaque couche et que, d^une couche à l'autre, les 
valeurs de w correspondantes au même ^ ou à des z infiniment 
voisins dilTéreront entre elles de quantités fînies. 

Il s'ensuit de là que, tant que les valeurs dey( 2) correspondantes 
à un même z seront distinctes et inégales, on ne pourra pas passer 
d'une couche de valeurs de çv à une autre par une variation con- 
tinue. Donc, en vertu de la condition de continuité, ces couches 
seront isolées les unes des autres, comme si les diverses détermi- 
nations de f{z) formaient autant de fonctions distinctes, dont 
chacune serait uniforme et continue. 

En d'autres termes, les courbes tracées par les différentes déter- 
minations sur le plan des Wy c'est-à-dire les différentes branches 
de la courbe totale des çv, ne se rencontreront jamais en un point 
correspondant pour les deux à une même valeur de z. 

Ainsi, la condition de continuité de chaque détermination de w 
isole les diverses déterminations les unes des autres. 

1233. Il p'en serait plus de même si, pour une certaine valeur Z| 
de z, deux déterminations w^*\ w^^\ distinctes en tout autre point, 
devenaient égales entre elles. Alors, en ce point Z|, rien ne dis- 
tinguerait plus les deux couches de valeurs de çv, et de la valeur 
commune ÇV| on pourrait passer indifféremment, sans rompre la 
continuité, soit à la valeur Wj*' correspondante à 22 = 2|-f-rfr, 
dans la première couche, soit à la valeur w'^^ correspondante au 
même 22 dans la seconde couche. 

Autrement, les deux branches çv^^\ w^^^ de la courbe w auraient 
un point d'intersection çvi correspondant à la même valeur Z| de 
la variable Zy et, si l'on change Zt en z, -f- rf^i, rien n'indiquerait 
plus à laquelle des deux branches doit être attribuée chacune des 

deux valeurs de çv, -\ — -^ dz^ de sorte que la branche BA, par 

exemple [fig* 94)> pourra aussi bien être continuée parla branche 
AE que par la branche AC, si l'on n'a pas entre les deux d'autres 
motifs de choix que la condition de continuité de chaque déter- 
mination de (v. 

Un tel point z,, pour lequel se confondent deux ou plusieurs 
déterminations de la fonction çv, et auquel correspond, par con- 
séquent, un point çv, d'où partent en divergeant les diverses 
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branches de la courbe w correspondantes à un chemin quelconque 
de Zf se nomme un point de ranuficaiion de la fonction w. 

Les points de ramification et les points de discontinuité d'une 

Fig. 9^. 




i«./:i 



fonction sont désignés sous le nom commun de points critiques de 
cette fonction. 

1234. Les fonctions multiformes que l'on rencontre dans l'A- 
nalyse sont d'abord les racines d'une équation algébrique ou 
transcendante, 

f{z, «') = o» 

entre la fonction w et la variable indépendante z. Nous n'entre- 
prendrons pas ici l'étude du cas général, et nous nous bornerons 
à considérer le cas où l'équation est résoluble algébriquement par 
rapport à w. 

Une autre classe de fonctions multiformes est celle des intégrales 
de fonctions présentant des points critiques. 

1235. Étudions, pour commencer, quelques exemples de fonc- 
tions multiformes, racines d'équations algébriques. 

L Soit la fonction 

déterminée par l'équation 

w* — a* -h c* n^ o. 



On peut l'écrire sous la forme 

«'= s/[z — c) [z 4-c), 
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Cette fonctioQ admet deux déterminations, égales et de signes con- 
traires , différant par suite entre elles d'une quantité finie tant 
que z ne sera pas égal à ± c. Pour z = 'àzc^ les deux détermina- 
tions de çv prennent la valeur commune zéro. Donc z = -f- cet 
r = — c sont deux points de ramification de la fonction çv. 

Pour distinguer Tune de l'autre les deux valeurs de w, mettons 
les deux facteurs sous le radical sous la forme 

et, pour fixer les idées, supposons qu'au point z=.o on attribue 
aux deux arguments p et p' des valeurs positives et moindres 
que 2 7r. On aura, pour la valeur de w correspondante à un z quel- 
conque, 

( I ) rt' m dz sjrr' e * . 

La valeur initiale de p étant choisie comme nous l'avons fait, 
si, pour arriver de O en un point quelconque M (Jig- gS), on fait 
suivre au point variable z un chemin quelconque, et si l'on imagine 



Fig. 95. 




IVI 




A 






y^c 







y. 



que des points -hc et — c partent deux rayons vecteurs aboutis- 
sant au point z et le suivant dans tout son parcours, chacun de ces 
rayons décrira autour de son extrémité fixe un angle de grandeur 
quelconque et parfaitement déterminé. Donc chacune des deux 
valeurs de w, que nous avons distinguées par les signes -f- et — , 
sera aussi parfaitement déterminée. Ces deux valeurs ne cesseront 
pas d'être inégales tant que les rayons r et r' seront tous les deux 
différents de zéro. 

1236. Si Ton fait décrire à z un contour fermé quelconque, ne 
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comprenant dans son intérieur aucun des deux points de ramifi 
cation -i- c, — c, chacune des fonctions 






étant uniforme et continue dans cette aire, on pourra lui appliquer 
les théorèmes relatifs aux fonctions synectiques, et en particulier 
celui en vertu duquel chacune de ces fonctions arrive à la même 
valeur lorsqu'on fait passer z d'un point Zq à un autre z suivant 
deux chemins différents, renfermés Tun et Taulre dans l'intérieur 
de cette aire. On voit aisément alors que chacun des angles/;, p' 
arrivera en z avec la même valeur, quel que soil celui des deux 
chemins qu'on ait parcouru. 

Dans ce cas, on pourra, sans changer la valeur finale de la fonc- 
tion, retrancher de Taire 3, comprise dans le contour, des portions 
quelconques [H27], et par suite réduire cette aire à la droite qui 
joint les deux positions z^ et z, pours^u que cette droite soit tout 
entière contenue dans l'aire 3. 

Si Ton considère l'accroissement tv — Wq de la fonction, corres- 
pondant au déplacement de z, comme l'intégrale des accroissements 
infiniment petits correspondants aux éléments infinitésimaux du 
chemin suivi par z, on voit que, dans l'hypothèse admise, on 
pourra remplacer l'intégrale prise le long d'un chemin quelconque 
contenu dans l'aire par l'intégrale prise le long du chemin rectiligne 
aboutissant aux mêmes extrémités. Nous donnerons, pour abréger, 
à cette dernière intégrale , le nom d^intégrale rectiligne prise 
entre les limites Zq et z. 



1237. Si la droite ZqZ passait précisément par l'un des points 
de ramification c, on éviterait ce point en remplaçant une portion 
de droite infiniment petite, prise de part et d'autre de c, par une 
portion de courbe, un demi-cercle par exemple, tournée dans un 
sens tel que le chemin rectiligne ainsi modifié et le chemin curvi- 
ligne qu'il doit remplacer ne comprennent pas entre eux le pointe. 

Pour rendre ces faits sensibles par une image physique, ima- 
ginons un fil flexible étendu sur le chemin parcouru par z entre les 
points Zq et z, et concevons aux points -h c et — c deux obstacles 
verticaux, empêchant le cordon de passer par-dessus l'un ou l'autre 
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de ces poînls. Deux positions quelconques du fil pouvant se trans- 
former Tune dans Tautre sans rencontrer les obstacles compren- 
dront entre elles une aire qui ne renfermera pas ces obstacles, et, 
par suite, les variations de la fonction correspondantes à ces deux 
chemins seront identiques et elles seront égales à Taccroissement 
rectiligne si Ton peut redresser le fil sans rencontrer les obstacles. 
Dans le cas où le chemin rectiligne passe par le point c, on 
s'avancera sur ce chemin à partir de Zo jusqu'au point z = c H- rc'*, 
infiniment voisin de c, a étant l'argument de Zq — c] puis on dé- 
crira du centre c et du rayon /' un demi-cercle dans le sens des 
angles croissants ou décroissants, suivant que le rayon vecteur 
parcourant le chemin curviligne de Zq en z fera le demi-lour de c 
dans le premier sens ou dans le second. On arrivera ainsi de Tautre 
côté de c avec une valeur de l'argument de re'* égale à a rii r, et, 

par suite, le facteur 

I « 

\U — c = \lr c ' 
deviendra soit 

soit 

i (t — r^ il 

suivant le sens dans lequel on aura contourné le point c. D'après 
cela, w arrivera en z avec l'une ou avec l'autre de ses déterminations, 
selon que l'on aura choisi l'un ou l'autre des deux demi-cercles 
pour remplacer le diamètre commun. Dans tous les cas, on aura le 
moyen de distinguer quel est celui qu'il faut choisir. 

1238. Si l'on fait décrire au point z, autour du centre 4- Cy un 
cercle assez petit pour ne pas contenir d'autre point critique que 

-f-c, l'angle p variant de a??, -variera de jr, et par suite y^e ' 

Si 

sera multiplié par e'* = — i . Donc, après avoir parcouru ce cercle, 
la valeur de w aura été multipliée par — i et aura changé de déter- 
mination. Il en sera de même si z fait le tour de — c. 

Si z parcourt une courbe fermée faisant n fois le tour de -f- c et 
/i' fois le tour de — c, les tours étant comptés positivement ou 
négativement suivant le sens du parcours, les deux facteurs de iv 
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seront respectivement multipliés par 



-.«lie — / . \n gtti'iii — / I \n* 



et par suite w sera multiplié par ( — i )"'*"'»'. Donc w changera ou ne 
changera pas de détermination , suivant que le nombre n -|- /i' 
sera impair ou pair. 

1239. Supposons que w parte de l'origine avec une certaine 
détermination, qu'il se dirige vers un point critique c suivant un 
chemin rectiligne, qu'arrivé à une distance v de c, moindre que 
celle de c au point critique le plus voisin et que nous pourrons 
supposer infiniment petite, 11 quitte la droite Oc et décrive autour 
de c une circonférence entière qui le ramène sur la droite, el 
enfin qu'il revienne en O suivant la même droite. Le chemin ainsi 
parcouru sera dit un contour élémentaire, et nous désignerons 
par (c) le contour élémentaire relatif au point critique c. 

Si c, comme dans l'exemple actuel, est un point de ramification, 
'li' changera de détermination en parcourant le cercle qui entoure c, 
et, par suite, reviendra en O avec une valeur différente de celle 
qu'il avait au départ. 

1240. Supposons maintenant un chemin quelconque, condui- 
sant d'un point initial Zq à un point final z et entourant les divers 
points critiques c, c', (/', ... d'une fonction donnée w chacun un 
nombre quelconque de fois, et concevons, comme précédemment, 
un fil flexible appliqué sur ce chemin et des obstacles placés aux 
divers points critiques. Si l'on tend le fil, il commencera par se 
serrer autour des obstacles, en les entourant chacun un certain 
nombre de fois et en laissant entre eux des portions rectilignes. 
Détendons maintenant chacune de ces dernières, de manière à la 
remplacer par deux cordons rectilignes allant du point initial z^ à 
chacun des deux obstacles. Nous aurons une transformation ana- 
logue à celle que représente la Jig. 96. Les fils tendus entre les 
points critiques et le point initial z^ se changeront, à la limite, 
en contours élémentaires, dont la partie circulaire sera parcourue 
un nombre quelconque de fois, positif ou négatif. 

De cette manière, on pourra remplacer tout chemin de nature 
quelconque, allant de^o en z, par un système de contours élémen- 
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laires relatifs aux divers points critiques, lesquels devront être 
parcourus dans un ordre déterminé et chacun dans un certain sens 
et un certain nombre de fois, ce système étant suivi d'un chemin 

Fîg. 96. 




rectiligne allant de Zq à z, en évitant, s'il y a lieu, les points cri- 
tiques, comme nous l'avons vu plus haut. 

On voit donc qu'une fonction multiforme w, partant d'un point 
donné Zq avec une détermination désignée, peut arriver en un 
autre point donné z avec telle ou telle détermination, suivant la 
nature du chemin parcouru par la variable z, et que, dans tous 
les cas, on pourra remplacer un chemin quelconque par un chemin 
composé d'une certaine combinaison des contours élémentaires 
relatifs aux divers points critiques, ces contours étant parcourus 
chacun un nombre de fois déterminé et dans un ordre convenable ; 
puis d'un chemin rectiligne allant du point initial au point final, 
en évitant, dans un sens convenable, les points critiques qui 
pourraient se trouver sur son parcours. 



1241 . II. Prenons pour second exemple la fonction 



(») 



IV 



= ^z — c. 
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Nous aurions à répéter sur celle foDClion une grande partie de ce 

que nous avons dît à propos de la fonction ^z* — c'-*, dont la fonc- 
tion (i) est un des facteurs. Ici c est le seul point de ramification 
situé à dislance finie; mais il existe encore un second point de 
ramification, le point de Tinfini, z = oo . 

En effet, si nous posons, en introduisant le rayon réciproque 

[1114], z = -ï il viendra 



En faisant 



il viendra 



r.^y/i-.. 



z' — n/f\ I — cz' — r'e'>', 



Cl' 



/~r .p'—p 



expression qui change de signe si Ton fait le tour du point z'=o. 
Donc 3'= o pu s = 00 est un point de ramification de la fonction 



s/ 



" / 

-. — c ou \z — c. 
z' 



Si Ton appliquait la même transformation à la fonction 



n» ^ yZ* f*, 



qui deviendrait 






les points s'= d: - étant tous les deux en dehors du cercle infini- 
ment pelit tracé autour de z' ^= o, la fonction w ne changerait pas 
de détermination en faisant le tour de ce cercle. Donc ici z = oo 
n'est pas un point de ramification. 

On pourrait dire que ce point z*= o est le point où coïncident 

les points de ramification des deux facteurs ^j = de w, et 

que ces deux points de ramification se neutralisent mutuellement, 
parce qu'on ne peut faire le tour de l'un sans faire en même 
temps le tour de l'autre, et que les deux changements de signe 
simultanés de la fonction w se compensent. 

Du reste, pour la fonction (i) w = ^z — c, la présence du se- 



I 
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cond point de ramification z = oo n'influe en rien sur la marche 
de la fonction, puisque toute révolution autour de Tun des deux 
points o et 00 est en même temps une révolution autour de Tautre. 

1242. III. En appliquant les mêmes raisonnements à la fonction 



on verra de la même manière que z = oo est ou n'est pas un point 
de ramification de w, suivant que n est impair ou pair, de sorte 
que, pour 7î= av — i comme pour n= 2V, le nombre total des 
points de ramification sera toujours 2V. 
Ainsi les deux fonctions 



^a -h «, 2 -H fit 2* -h «3 3*, 
^a -i- £/| 3 -+- ^/j 3* -f • «3 5* 4- (i^ z* 

ont Tune et Tautre quatre points .de ramification. 

Dans le cas de 7i=2V — i, le contour qui enveloppe le seul 
point r = 00 sur la sphère peut être considéré comme envelop- 
pant, de l'autre côté, tous les 2v — i autres points de ramifi- 
cation. 

1243. IV. Considérons encore la fonction à trois détermi- 
nations 

«/= y(3— qj[j-_Cj)(3— t'a). 

En posant 

z — c^zzzri c'^i, z — Cj = i\e'P^y z — Cj = a-^cK''», 

w prendra la forme 

On voit qu'une révolution autour du point c^ augmente l'argu- 
ment de w de -^•, deux révolutions l'augmentent de -«• > et trois 
révolutions l'augmentent de 2Tr, ce qui ramène çv à sa première 

valeur. Ainsi, en désignant par a = e ' une des deux racines cu- 
biques complexes de l'unité, si l'on fait n^ révolutions autour de 
C|, n^ autour de C2, n% autour de C3, çv se trouvera multiplié par 
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tzi 4 CI 

ûc«,+/f,+n,^ c*est-à-dire par un des trois facteurs i, e • , e • , sui- 
vant que Ton aura 

/îi-h /'t-i- /»3^o, I, ^ (niod.3). 

1244. V. Si Ton avait pris 

en faisant z = -,9 il viendrait 



„.=^u 



-r,z')(i-r,3') 



V« 



ou, en posant z'= re^P, 

3/7 -i'^„ - 

On verrait alors, comme précédemment, que, si Ton lait le tour 
(dans le sens rétrograde) du point O' du plan antipode [1114], 

il! 
\\> se trouvera multiplié par e ' , de sorte que c'= o ou 5 = » esl 

encore un point de ramification. 

1245. VI. En général, si Ton considère la fonction 

m 



— étant fractionnaire, O sera un point de ramification, puisque, en 



m 
n 
posant z =: re'P, on aura 



m ^mp 



et, si la fraction — est irréductible, w sera une fonction à n dé- 

n 

lerminations. 

Si Ton pose maintenant z == - et 2'= l'^e'P' , alors 



» 



d'où Ton voit que w change encore de détermination lorsque z fait 
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le tour de s'=o. Donc z'= o ou 3 = oo est encore un point 
de ramification. 

On peut remarquer ici^ comme au n^ 11, que, si Ton considère 
la représentation sur la sphère, chaque révolution directe autour 
de z = o est en même temps une révolution rétrograde autour de 
^=o; de sorte que, lorsqu'on fait le tour de l'origine, on peut 
considérer ce chemin comme faisant le tour, dans le sens opposée, 
du point à l'infini. 

1246. VII. Si l'on a 



n ~ 



»• = V(3 — c'i).. .(s — r,,,) 



w 



— étant fractionnaire, z^ = o ou 5=00 sera un point de ramifi- 
/i ^ 

cation, et si l'on décrit en sens direct un chemin renfermant dans 

son intérieur tous les points de ramification Co - • • «^m> on pourra 

considérer ce chemin comme entourant le seul point 00 , dans le 

sens rétrograde par rapport à ce point. 

1247. VIII. Lorsque, dans l'exemple précédent, k des points 
de ramification Cf, . . . , c^ viennent à coïncider, alors la valeur de 
w peut se mettre sous la forme 



tv 



— (3 — Ci)«V^(3 — Cit+i).. .(z— C,„), 



et l'on voit qu'une révolution autour de c^ équivaut à A" révolutions 
autour d'un point de ramification simple ou à une révolution sui- 
vant une courbe embrassant dans son intérieur k points de ramifi- 
cation différents. 

. /• . 

- Si - est entier, C| cessera d'être un point de ramification. 

On voit maintenant sans peine comment on discuterait le cas 
d'une fonction formée par l'addition de plusieurs fonctions multi- 
formes, ou plus généralement par la combinaison de plusieurs 
opérations algébriques multiformes quelconques. 
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DES IUTTÉGUALES hultifokmbs. 

1248. Étudions maintenant Tautre classe de fonctions multi- 
formes dont nous avons parlé au n^ 1234, celle des fonctions pro- 
venant de rintégration d*une fonction algébrique uniforme ou 
multiforme présentant des infinis. 

Soity^(3) une fonction de la variable z, et supposons-la d'abord 
uniforme et continue à l'intérieur de Taire 2, sauf en certains 
points C|, C2, . . . de cette aire, où elle présente des infînis propre- 
ment dits. 

Supposons que Ton fasse suivre à la variable z une ligne conti- 
nue 3, tracée d'une manière quelconque entre deux points donnés 
Zo et z, dans le plan des z ou sur la sphère de référence; nous 
appellerons cette ligne le chemin d'intégration. Si Ton fait la 
somme des produits de chaque élément dz de ce chemin par la 
valeur correspondantey*(z) de la fonction, la limite de cette somme 
sera l'intégrale de la fonction, correspondante au chemin d'inté- 
gration 3. 

Pour que l'intégration soit toujours possible, il faut que le che- 
min d'intégration 3 ne passe par aucun point dans le voisinage 
duquel à une variation infiniment petite dz ne corresponde pas 
une variation infiniment petite de l'intégrale elle-même, comme 
cela pourrait avoir lieu si la fonction y(::) devenait infinie en ce 
point. Nous supposerons toujours que, si le chemin d'intégration 
contenait un tel point, on l'éviterait en faisant un détour infini- 
ment petit, sauf à discuter l'influence que le sens dans lequel on a 
fait ce détour peut avoir sur le résultat. 

Lorsque le chemin 3 se réduit à une ligne droite, l'intégrale est 
dite Y intégrale vectiligne de la fonction /(z)rf^, prise entre les 
limites Zo et z, et nous la représenterons simplement par la notation 



I 



f[z)dz. 



1249. Si entre la droite Zo z et le chemin 3 il ne se trouve aucun 
point critique de la fonction f[z)j nous avons vu [1125] que les 
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intégrales prises le long des deux chemins ont la même valeur. 
Donc rintégrale prise le long de 3 pourra, dans ce cas, être repré- 
sentée aussi parla notation 1 f[z)dz. 

Si, au contraire, Taire comprise entre 3 et la droite «o z renferme 
un ou plusieurs infinis C|,C2, . • . dey(z), nous avons vu que la 
difiiérence entre l'intégrale prise suivant 3 et l'intégrale rectiligne 

est la somme des intégrales / > i ? • • • prises autour de ces infi- 

nis . Cette différence restera constante , tant que z variera de 
manière que l'aire comprise entre les deux chemins contienne tou- 
jours les mêmes infinis, et que les deux chemins d'intégration 
entourent chaque infini le même nombre de fois. 

Pour plus de clarté, nous commencerons toujours, ainsi que 
nous l'avons fait plus haut, par remplacer le chemin 3 par le che- 
min rectiligne, précédé des contours élémentaires relatifs aux 
divers points critiques renfermés entre 3 et le chemin rectiligne, 
en tenant compte du nombre de fois que chaque contour élémen- 
taire est décrit, et du sens dans lequel il a été décrit chaque fois . 

Si le chemin rectiligne passait lui-même par un des points cri- 
tiques, on éviterait ce point au moyen d'un demi-cercle infiniment 
petit décrit autour de ce point comme centre et tourné dans un 
sens convenable, la valeur de l'intégrale rectiligne variant géné- 
ralement avec le sens que l'on a choisi pour ce demi-cercle. 

1250. On voit que l'intégration d'une fonction uniformey*(3), 
qui a des infinis, engendre une fonction multiforme, susceptible 
de prendre en chaque point donné du plan une infinité de valeurs, 
dont les différences dépendent des chemins parcourus parla variable 
d'intégration et sont exprimées par des sommes de multiples, 
positifs ou négatifs, des intégrales prises autour de ces divers infinis. 

Chacune de ces dernières intégrales s'appelle une période de 

l'intégrale Jf[z)dz. Ainsi, si l'on représente par l f[z)dz 

l'intégrale rectiligne et par / y l ? • • • les périodes correspon- 

dantes aux infinis C| , C2, ... compris entre le chemin d'intégration 3 
et le chemin rectiligne, la valeur générale de Vinlégrale ff\z)dz, 

11. — Cours de Calcul tn fi II,, IV. 7 
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pour un chemin quelconque J allant de Zq en z, sera 






Ri, /I2, • . • élant des entiers positifs, nuls ou négatifs. 

12ol . Lorsque, après avoir fait le tour d'un infini c, la variable z 
revient à sa première position, Tinlégrale u aura crû de I 9 et, par 

suite, elle aura changé de détermination si f n'est pas nul. 

Si, après avoir parcouru un chemin Zq c et avoir fait le tour de c 
sur le cercle infiniment petit, z revient en Zq suivant le même 
chemin, u aura changé de détermination et décrira, par consé- 
quent, sur son plan ou sa sphère de représentation, une courbe 
différente de la première. Quand le point correspondant à c est un 
infini de u, les deux branches de courbe décrites sur la sphère 
des u partiront du pôle inférieur. Dans tous les cas, la courbe 
décrite par u se ramifie à partir du point u correspondant à c ; 
donc ce point c est généralement un point de ramification de la 
fonction i/. 

1252. Des intégrales prises le long d'un contour élémentaire. 
— Soit c un point critique de la fonction y(^), et considérons le 
contour élémentaire formé d'un cercle infiniment petit tracé autour 
de c et d'une droite joignant le point initial Zq de l'intégrale 
jy[z)dz à un point de ce cercle. On pourra, comme dans le 
n** 1240, considérer ce contour élémentaire comme la limite d'un 
chemin composé des deux parallèles infiniment voisines ZqA et 
Czo, et de l'arc ABC {fig* 97), infiniment peu différent de la cir- 

conférence entière. L'intégrale prise le long du contour élémentaire 
sera la limite de la somme des trois intégrales 

/(.,A)H./(ABC)-f-/(GzJ. 
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Supposons d'abord que le point critique c ne soit pas un point 
de ramification. Alors, en revenant, après avoir fait le tour du 
cercle, à une position C infiniment voisine de A, la fonction J'{z) 
reprendra, à la limite, la même valeur qu'en A, et les éléments de 
l'intégrale le long du chemin Czq seront égaux et de signe con- 
traire à ceux de l'intégrale le long de ZqA. Donc les deux intégrales 
/[zqA) eif[Czo) se détruiront, et l'intégrale prise le long du 
contour élémentaire se réduira à la seule intégrale y(ABCA), c'est- 
à-dire à l'intégrale i prise autour de c, comptée positivement ou 

négativement selon que le cercle sera parcouru dans le sens direct 
ou dans le sens rétrograde. 

1253. Supposons maintenant que f{z) soit une fonction multi- 
forme, ayant un point de ramification en c. L'intégrale prise le 
long du contour élémentaire, parcouru dans le sens direct, sera, 
comme précédemment, la limite de la somme 

/(3oA)-t-/(ABC)+/{Czo). 

Or, en passant de A au point infiniment voisin C, la fonction ^(2) 
aura changé de détermination, et, si elle est partie de A avec la 
valeur y< (z), elle aura en C une autre valeur yi (^j- On aura donc 

Donc la somme y(^oA)-|-/(Czo) aura pour limite 



£[Â[z]-Mz]\dz, 



ce qui ne s'annulera pas, comme dans le cas précédent. 
Si Ton a f2{z) = — f^ (2), cette somme sera égale à 



Jf^{z)dz = — Q: / A{z)dz. 
'9 ^^9 



Quant à l'intégrale y (ABC), elle peut, suivant la nature de la 
fonction y, être ou nulle ou différente de zéro. 

Si l'on avait parcouru le contour élémentaire dans le sens opposé, 

7- 
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en partant de Zq avec la même déterminat!ony*i (z), la partie rec- 
liligne de l'intégrale serait toujours 



i: 



[/lî-;— /t(-;>'*; 



mais l'intégrale circulaire /(ABC) serait remplacée par l'intégrale 

/(CBA):--/^ABC). 



de signe contraire 



Si l'intégrale circulaire est nulle, l'intégrale prise le long du 
contour élémentaire sera indépendante du sens dans lequel ce 
contour sera parcouru. 

1254. Soit un point de ramification c, et soit T l'intégrale prise 
le long du contour élémentaire (c) correspondant à ce point. Sup- 
posons rintégrale circulaire / nulle, et la fonction y(z) suscep- 
tible des deux valeurs égales et opposées y< [z) etyi(z) = — fi (z). 

Après que l'on aura parcouru une première fois le contour élé- 
mentaire, la fonction /'(z), partie de Zo avec la valeur yi(^), y 
reviendra avec la valeur — y, (s). Si l'on parcourt maintenant de 
nouveau le contour élémentaire, l'intégrale, prise en partant de Zo 
avec la valeur — /", (z), aura tous ses éléments égaux et de signe 
contraire à ceux de l'intégrale précédente; elle aura donc pour va- 
leur — r, et par suite, en l'ajoutant à la première, on aura zéro 
pour l'intégrale correspondante à deux parcours consécutifs du 
contour élémentaire. 

On verra de même que, si Ton fait m intégrations consécutives 
le long du contour (c), le résultat sera égal à 

2 

c'est-à-dire à F ou à zéro, suivant que m sera impair ou pair. 

1255. Soit (/ un second point de ramification de la même fonc- 
tion biforme, et supposons-le tel que f[cf) (*) soit égale à — f{c] 
lorsque les deux intégrales sont prises en partant de la même dé- 



( ') En désiçaant par /(c') l'intégrale prise le long du contour élémentaire (c'). 



DES INTEGRALES MULTIFORMES. ICI 

termination àe f{z). Après que Ton aura intégré le long de (c), 
f{z) aura changé de signe, el f[d), calculée en partant de la dé- 
termination — f^ [z)y aura pour valeur -+- F. Donc y*(c), suivie de 
f{c!)y donnera pour valeur a T. On conclut de là que, si Ton fait 
une série de n intégrations consécutives en parcourant tour à tour 
d'abord le contour (c), puis le contour (c'), on aura pour résultat 

Si, au lieu de commencer cette série d'intégrations par le con- 
tour (c), on avait commencé par ({/), le résultat aurait été — /îF. 

Exemple, — Soit l'intégrale 

dz 



f 



La fonction sous le signe y* a deux points de ramification, +c et 
— c. Supposons que le radical parte de z = o avec la valeur -f- c. 
Si l'on intègre le long du cercle infinitésimal qui entoure le 
point c, en posant 

c — z=z re*^\ d'où dzz= — re*/' . / dp, 

rintégrale sera 

1 . 

2T _,„ ;^„ /^2T e't^f'^p 



X slre'P[ic-re'P] J^ 



^ic — re'^ 



et sa valeur s'annulera évidemment avec r. L'intégrale circulaire 
étant nulle, on pourra donc appliquer le résultat précédent. Donc, 
en intégrant n fois de suite le long des contours respectifs (-f- c), 
( — c), (H-c), . . . , ([ — i]"~*c), on aura pour intégrale totale 



r dz 

nV =^ in I — • 



Au contraire, si l'on avait pris les contours élémentaires dans 
l'ordre 

(-^)^ i-^c), i-c). ..., ([-irc), 

la valeur de l'intégrale totale aurait été — nT. 

On voit, dans ce cas, que, sans changer l'intégrale rectiligne 
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f{zoZi), on pourra augmenter ou diminuer l'intégrale curviligne 
f[z)dz d'un multiple quelconque de T. 



/ 



- Lorsque deux points de ramification jouissent des propriétés 
des deux points c, c/ dont nous venons de parler, nous leur don- 
nons le nom de points de ramification complémentaires. 



§111. 

EXEMPLES d'iNTÉGKILES PÉRIODIQUES. 



1256. I. Soit l'intégrale 

"=1 T- 



. . « 



La fonction — ayant un infini pour z ^ o, ce point sera un point 

critique de Tintégrale u. 
Si nous posons 

z = r&P^ d'où dz = ire' P dp, — =z idp, 

z 

rintégrale circulaire prise autour du point z ^=o sera 






2-K 

i dp z= i/tt. 



Ce sera là la période de l'intégrale proposée, dont la valeur géné- 

— î plus 
un multiple quelconque, positif ou négatif, de cette période. 

/dz 
^ a deux points critiques, corres- 
pondants k z = ±i. En posant c=dii et z — c = re*^, on aura, 
sur un cercle décrit autour de c, 

dz = ire' P dp, 

I — 3'=:c*— 3*= (c-h3)(c — «) =— [ic-\- re*P)re'P; 
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donc [H29] 



r=: 2 Z TT lim [Z — CI -; ;; = — 2 / TT = 



m. 



Donc les deux périodes de l'intégrale sont égales au signe près ; 
par suite, la valeur générale de l'intégrale prise entre les limites 
zq et z sera 






/ii et 712 étant des entiers quelconques, ou, plus simplement, 






l'entier n étant égal au nombre de fois que le chemin d'intégration 
a entouré (dans le sens direct) le point — i, moins le nombre de 
fois qu'il a entouré le point -h i, les tours faits dans le sens rétro- 
grade devant être comptés négativement. 

On verrait de même que la valeur générale de l'intégrale I j 

est 



C' _dz_ 



«TT. 



Cette intégrale et la précédente sont des cas particuliers de l'in- 
tégrale 

Jo ^ 



e-'^z^ 



qui a les deux points critiques 



c, = -4- e^'\ c- = — er-"^. 



1 ^^«» 9 *-« 



En posant i — e^'^z = re'P, l'intégrale prise autour de c< , 

dp 



r^^ — e''^.îre''Pdp __ i .^ ^^ dp 



re'f' ' 



aura pour limite correspondante à r = o 



— «7re-'«, 
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et, de même, rintégrale prise le long de l'autre point critique sera 

Ces deux périodes étant égales et de signes contraires, on en 
conclut que la valeur générale de Tintégrale sera l'intégrale recti- 
lignc, plus un multiple quelconque de i7re~'*. 

En faisant tour à tour a = o et a = -» on retrouvera les résul- 

2 

tats relatifs aux deux intégrales précédentes. 
12S8. III. Soit l'intégrale 

mz. -4- n 



/mz -\- n 



b 

que l'on peut mettre sous la forme 

mz H- n 



f 



{z — Ci)[z — Ci) 



dz. 



Les intégrales prises autour des deux points critiques C|, Cf auront 
pour valeurs respectives 

Jf* mci -\- n . r mc^ -f- n 
= - 2£7r, I = 2«7r. 

L'intégrale a donc deux périodes différentes tant que, les deux 
quantités C|, c^ étant différentes, m ne sera pas nul. On a donc ici 
un exemple d'une intégrale à double période dont la valeur géné- 
rale est égale à l'intégrale rectiligne augmentée de multiples quel- 



con 



ques ]U| / -+ IJL2 j des deux périodes. 

Je, Jc^ 



Si m = o, alors les deux périodes, étant égales au signe près, 
n'en feront plus qu'une seule, comme dans le cas précédent. 

1259. IV. Considérons maintenant l'intégrale d'une fonction 
multiforme 



r^ dz_^ 

Jo i/l — 3* 



s/ 

Les points de ramification z = -h i et z = — i sont en même 
temps des infinis de la différentielle. 
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F 



Si nous posons 

z — c =. re'P, 



c représentant rfc i, l'intégrale prise autour de c aura pour valeur 



'2^ ir^P.ln - /*^îr À^f" 






et, pour r infiniment petit, cette expression a évidemment pour 
limite zéro. Donc ici les deux intégrales circulaires sont nulles. 

Si maintenant on suppose que le radical parte du point z =0 
avec la détermination -+-1, Tintégrale rectiligne prise de z = o à 
z = I — r aura, pour /• infiniment petit, une certaine limite, que 
nous désignerons provisoirement par x. 

Après que z aura fait le tour du point -j- i , \]i — z'^ aura changé 
de détermination, et, d'après ce que nous avons vu au n® 1255, 
l'intégrale prise de -h i à oaura encore la valeur îc, de sorte que 
l'intégrale relative au contour élémentaire (-h i) aura pour valeur 



2x, lorsqu'on suppose à ^i — z^ la valeur initiale -{- i . 

On verrait pareillement que, dans la même hypothèse, l'intégrale 
relative au contour élémentaire ( — i) aura pour valeur 2*/. 

On conclut de là, comme au n** 1255, que, si l'on parcourt alter- 
nativement les deux contours élémentaires, en prenant +1 pour 

valeur initiale de \j\ — z'^j la somme des intégrales élémentaires, 
après n parcours, sera =h 2/23C, suivant que l'on aura commencé par 
le contour (-h î) ou par le contour ( — i). 

Si l'on parcourt le même contour, (-Hi) par exemple, m fois 
consécutives, le résultat sera, d'après ce que nous avons vu, 

^ ^.2X = X _(_i)'"-/, 

2 ^ ' 

c'est-à-dire 2îc ou zéro, suivant que m sera impair ou pair. Après 

ces m parcours , v^i — z^ se trouvera multiplié par ( — i)*" ; si l'on 
fait maintenant Ttiy fois le tour de ( — 1), on ajoutera à la valeur 
précédente 

ce qui donnera en totalité 



X— 2(-l)'«x4-(— i) 



'"•*-'"iz, 
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Si Ton fait ensuite m^ fois le tour de (+ 1)) le radical partant de o 
avec la valeur ( — ij'''+'"i, on ajoutera à la valeur précédente 
( — !)'»+'"■ [x — (— i)'"»^'-], ce qui donnera en totalité 

Et ainsi de suite. 

On voit que cette expression représentera toujours un multiple 
pair de x, et que, de plus, on pourra toujours disposer du nombre 
des changements alternatifs de contours et de la parité de chacun 
des nombres //i, wii , . . . , de manière que la partie de l'intégrale 
ajoutée à Tintégrale recti ligne soit égale à un multiple quelconque 
de sà'/.. 

1260. Il est facile de déterminer cette intégrale 2x, en nous 
appuyant uniquement sur le théorème de Cauchy [1124]. En effet, 
cette intégrale est égale à l'intégrale prise le long d'un contour 
fermé quelconque, renfermant dans son intérieur le seul point 
critique -h i . Prenons pour ce contour celui d'un demi-cercle de 
centre O, de rayon /* infiniment grand, et ayant son diamètre 
dirigé suivant l'axe des y. L'intégrale prise le long du demi-dia- 
mètre à partir de O, suivant le sens direct, sera, en posant z:=iy, 

Ii^ désignant une valeur positive quelconque. L'intégrale prise le 
long de la demi-circonférence sera, en posant z = re^Py 



f 



7t TT 

3 



re'Pidp . T ^P 






T. \J\ — i^e'^'P J n v^'l — r-*^*'> 



expression qui, pour /• infîniment grand, a pour valeur dz t: -H £ , 
e étant infiniment petit. La troisième partie de l'intégrale sera 

1i^ ayant la même valeur que ci-dessus. En égalant la somme de ces 
trois intégrales à l'intégrale positive 2x, prise le long du contour 
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(~f- i), on aura 

a*/ = — /7i*± TT -h (J zp iA\ 

d'où, en égalant séparément les parties réelles et les parties ima- 
ginaires, et négligeant Tinfiniment petit J, on déterminera les 
signes ambigus, et Ton aura 

rXK =: ~, X = — • 

2 

1261. Ainsi l'intégrale prise le long d'un des deux contours 
élémentaires est égale k ±û. Si, avant de former l'intégrale rec- 
tiligne 



Jo i/l — ** 



on parcourt un seul contour élémentaire, et que l'on intègre ensuite 
rcctilinéairement de o à ir, le radical ayant changé de détermina- 
tion, l'intégrale rectiligne changera de signe, et l'on obtiendra 
pour résultat 

Si, au lieu d'un seul contour, on en parcourt deux, soit deux 
fois le même, soit deux contours différents, le radical reprenant 
son premier signe, on obtiendra pour l'intégrale totale 

c'est-à-dire une des trois valeurs 

En continuant ce raisonnement, on verra qu'à une limite supé* 
Heure donnée z correspondent des valeurs de l'intégrale des deux 
formes 

-h W 4- 2/n7r, — l£ -|-(2/W -h IJTT, 

ou, ce qui revient au même, de la forme 

nir-^- (— l)'*i/. 

1262. V. Étudions enfin l'intégrale elliptique de première espèce 



u = I — 

Jo R 



dz 
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OÙ Ton a posé 

k^ étant un nombre positif et moindre que l'unité. 

Les infinis de la difTérentielle, li: i et ih -, sont en même temps 

des points de ramification, comme dans l'exemple précédent. 

Comme les points -f- i et — i se trouvent respectivement sur les 
droites qui joignent Torigine zéro aux deux autres points critiques 

-+- -r et — -r? il faudra, dans les contours élémentaires relatifs à 
A- A- 

ces derniers, éviter les premiers par un détour infiniment petit, 
que nous supposerons fait suivant deux demi-circonférences situées 
la première au-dessus, la seconde au-dessous de l'axe des jr, de 
manière à laisser l'un et l'autre des points ±: i sur sa droite, en 

allant de o à d= -• 

n 

Cela posé, imaginons que R (^) parte de zéro avec la valeur 4- i 
et parcoure le contour élémentaire (-hi). L'intégrale prise de 
zéro à i — /', 






croît continuellement pour /• décroissant. Le premier facteur esi 

toujours compris entre i et --^^-- • le second a pour limite -- 

V i — ^* ^' 

Donc l'intégrale a une limite finie, plus grande que -• Nous dési- 
gnerons cette limite par 



K- r___^'' 

Jo v/(i— >)(! — ^".r«j 
Faisons maintenant 

si — z — rciP, d'où R(3)r=: r«c»''v'Z, 

Z désignant un polynôme du troisième degré qui n'est pas nul 
dans le voisinage de z = -{- i. Il viendra 

1 1 



- -ip 
dz r^e* ifip 



_ — > 
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et, par suite, l'intégrale circulaire 

'"dp 



•^o i/z 



tendra, pour /• infiniment petit, vers la limite zéro. 

Après avoir fait le tour du point -h i, /? ayant crû de 2 7t et Z 

a^'ant repris sa première valeur, le facteur e^''' aura changé de 
signe, et, par suite, R(z) aura changé de détermination. Donc 

^j-T sera égale en grandeur et en signe à l'intégrale 

— T— r = K, et, par suite, ^{z) reviendra en O 

la valeur — i, et l'intégrale prise le long du contour élémentaire 
(-f- 1 ) sera égale à -h aK [1255]. 

On verrait de même que, si l'on fait le tour du point — i , R(z ) 
partant toujours de O avec la valeur -f- i, l'intégrale reviendra en 
O avec la valeur — aK. 

Si l'on désigne par u la valeur de l'intégrale rectiligne 



avec 






où R(^) part de O avec la valeur -h i, et que, au lieu de commen- 
cer par décrire le chemin rectiligne O^, on décrive d'abord le 

contour élémentaire (4- i), l'intégrale I se composera de l'inté- 

grale y(4- i) =:: aK, plus l'intégrale rectiligne, où R(^) partira 
cette fois de O avec la valeur — i, et qui aura, par suite, pour 
valeur — u. Donc l'intégrale totale sera égale à aK — u. 

Si Ton parcourt deux fois de suite le contour (-f- i), la seconde 
intégrale prise le long de ce contour détruira la première, et l'in- 



tégrale f redeviendra égale à u. 



Mais si l'on parcourt d'abord une fois le contour (-f- i), puis une 
fois le contour ( — i), la somme des deux intégrales correspon- 
dantes sera + ^K.» ^l» ^{^) ^^^^nt revenu en O avec la valeur H- i, 
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l*intégrale i aura pour valeur 4K. -4- u. Et ainsi de suite, comme 

•/ o 

Je* dx 
I — - - * 

1263. Considérons maintenant le contour élémentaire ( + t)' 

Nous avons dit que la partie rectiligne de ce contour devait faire 
un détour pour éviter le point -+- i . Apprécions Tinfluence de ce 
détour. 

Le point Zy arrivé en i — r, s'écarte alors de la droite Oi et 
prend une valeur i -\- r&P^ p devant varier de n à o, en contour- 
nant 4-1 dans le sens rétrograde. D'après cela, le facteur yji — z 

/dz 
- /-- , ' prise le 



1 



- r^^ dp 

long du demi-cercle, deviendra de la forme ±i /•* I — -;r~ » Z étant 

le même polynôme que tout à Theure. 

Le dénominateur y Z ne change pas de signe pendant que z va- 
rie de I — r à 1 -h /' ou que p varie de tt à o. Son signe sera -h 
si Ton suppose, comme nous pouvons le faire, que l'autre facteur 

^i — z soit parti de O avec la valeur -+- i . Dans ce cas, pour p = î:, 
\Ji — z = \j — re^P = ±1 yfî' ii cos - — sin - J doit être réel et po- 
sitif, ce qui exige que l'on prenne le radical avec le signe — . Dès 
lors, 

V^ 1 — 3 = — ^rii cos - — sin - j 

prendra, pour z = i -t- r ou /? = o, la valeur — iyjr, c'est-à-dire 
une valeur imaginaire négative de la forme — t'A'. Le radical 

R(2) sera donc aussi de la même forme entre -f- i et -|- y? et, par 

dz 

suite, :^^: sera dans cet intervalle de la forme -h lA^. Il en sera donc 
de même de l'intégrale 
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qui tend, comme il est facile de le voir, vers une limite finie. Nous 
désignerons cette limite par ( ' ) 

I 

Donc la valeur de l'intégrale sur la partie rectiligne du contour 
(H-i)sera(«) 



X 



I 

^ dz 

r K -f. /K'. 



Si l'on achève de parcourir le contour élémentaire ( -+- 7 ) en 

revenant en O par le même chemin rectiligne, c'est-à-dire en 
évitant -{- 1 au moyen d'un demi-cercle supérieur, on verra qu'ici 
encore l'intégrale circulaire sera nulle et la seconde intégrale 

rectiligne f sera égale à la première. Donc l'intégrale relative 

J 
contour élémentaire ( -*- 7 ) 21 pour valeur (^ ) 



au 



/( 



-^j] =2K-4-2fK'. 



(') Si l'on pose A" = i — A* et x« = ^, — ,, l'intégrale f ^^ deviendra 

■r 

K' étant ce que devient K lorsqu'on remplace A par y. 
(* ) Si l'on avait évité le point h- i au moyen d'un demi-cercle situé au^dessotu de l'axe 

Ox, on aurait eu pour l'intégrale semi-circulaire une valeur de sens contraire; Z au- 

r 
I /•A- 

rait été de la forme -hih* entre •+-i et -t-Tiet l aurait eu pour valeur — iK', 

T 

k 
d'où 

(') Si l'on avait suivi les deux fois le demi-cercle inférieur, on aurait trouvé cette 
intégrale = a K — 2 ÎK'. 



l'où r =K — iK', 
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Le contour élémentaire { — 7 ) étant symétrique du contour 

( "*"7 ) P**^ rapport à l'origine, / ( — j j sera égale et de signe 
contraire à / ( "*" 7 ) » ^^ P^^ suite, sa valeur sera — 2K — 2/K'. 

1264. Supposons actuellement que z, partant du point O, suive 
l'axe des x positifs, en passant au-dessus des deux points de ra- 
mification 4-1 et H- T^ jusqu'à une distance infiniment grande r; 

puis, qu'il décrive autour de O un quart de cercle de rayon r, jus- 
qu'à la rencontre avec l'axe des j' au point z = ir; et enfin qu'il 
le vienne en O en suivant l'axe des^. Le contour 'suivi ne renfer- 
mant dans son intérieur aucun point critique, l'intégrale prise le 
long de ce contour devra être nulle. 

Or, de O à -? l'intéffrale est égale à K 4- iK'. De -7 à la valeur 

A- A- 

infiniment grande r, l'intégrale difl'érera infiniment peu de sa 
limite 

k 



s: 



qui est finie et réelle, le produit (1 — ^^)(' — A-^^^) étant positif 

pour -2 ]> 7» et dont nous désignerons provisoirement la valeur 

par G. 

Le long du quart de cercle, R(3) sera de la forme 



$ étant infiniment petit pour r infiniment grand; par suite, 






s'annule pour r = 00 . Donc l'intégrale arrivera au point -t- tr, sur 
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Taxe desj^', avec la valeur 

K-h/K' + G. 

L'expression précédente du radical, A r2e*'/'(i -f- 5), montre que, 

lorsque p croît de -> le radical est multiplié par e'* = — i, et par 

suite il change de signe. Gomme il part de O suivant Taxe des j 
avec le signe -+- et qu'il est réel le long de cet axe, il devra être 
négatif pour z = Vinfini réel ; donc G est négatif. 
De ira O, l'intégrale croîtra de la quantité 



L,tR(^)~ Vo 



00 



idy 



V^(i-^-J')(«-hA-V*) 



dont la valeur sera de la forme — iH, H étant réel et positif. 

Donc l'intégrale prise le long du contour fermé tout entier sera 

K-i-/K'4-G — /H, 

et, cette intégrale devant être nulle, on en conclura les valeurs de 
(j et de H, savoir ( ' ) 

dz 

= — K, 



(*) 



]â65. Désignons, pour abréger, par 

xi=: aK, x,= 2K -f- 2/K.' 

les intégrales correspondantes aux contours élémentaires (-r i) et 
f-H-j j ce dernier ayant été choisi, comme nous l'avons dit, de 
manière à passer au-dessus de + i ; les intégrales relatives aux 
contours ( — i) et ( — t)» symétriques des premiers par rapport 



(*) On obtiendrait directement les valeurs de ces deux intégrales en posant, dans G, 
H. — Cours de Cale* in fin., IV . O 
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à O, seront — X| et — x^, la fonction R(^) étant supposée, pour 
chacune de ces intégrales, partir de O avec la valeur -h i. 
En désignant toujours par 






rintégrale rectiligne allant au point z, Tintégrale prise le long 
d'un chemin entourant une seule fois le point -f- 1 sera égale 

[1255] à 



X, — u. 

Si Ton fait deux fois le tour de (-h i), l'intégrale sera 

Xj — ^X| li^ = li. 

En général, si Ton fait m fois de suite le tour de (+ i), l'intégrale 
sera 

^«-';-•)"'(à 



Si Ton fait une fois le tour de (-+- 1). puis une fois le tour de 
( — i), l'intégrale deviendra 



2x1 -h a. 



Si l'on répète m fois le parcours alternatif des deux contours élé- 
mentaires, l'intégrale sera 

-f- 2/wxi -h u on — 2/wx| -h «, 

suivant que Ton aura commencé par (-f- 1) ou par ( — i). 

Si l'on parcourt alternativement les deux contours, de manière 
à décrire m -h 1 fois le premier et m fois le second, l'intégrale sera, 
suivant que Ton aura commencé par (-+- i) ou par ( — 1), 

± (2m -4- i)xj «. 

On aura des résultats analogues pour les contours ( d= - j • 

On^voit par là que, si l'on parcourt les quatre contours chacun 
un nombre de fois suffîsant et dans un ordre convenable, on ob- 
tiendra pour l'intégrale résultante une valeur de la forme 



INTÉGRALE ELLIPTIQUE. Il5 

OU, en mettant pour it| et X2 leurs valeurs, 

(1) 2 (m + /i) K 4- 2/i/K' -4- (—!)'«-<-««, 

m eln étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 

En particulier, l'intégrale rectiligne u conservera son signe si 
le nombre m -4- zi est pair. Si on le représente par ap, l'expres- 
sion générale ( i ) deviendra 

(?.) 4aK + 2///K'-i-£/. 

Donc, si l'on arrive au point z après avoir parcouru une ligne en- 
tourant alternativement 2|!x — n fois chacun des deux points -f- 1 

et — I , puis n fois chacun des deux points -H 7 et — -> l'intégrale 
obtenue sera égale à l'intégrale rectiligne augmentée de 

4fxK4-2/ïiK', 

2fA — n et n étant des nombres positifs ou négatifs, suivant que les 
parcours commencent par les chemins (-f-i) ou ( — i), ( + t) 

ou(-i). 

Donc à un même point z correspondent des valeurs en nombre 

infini de l'intégrale / . 1 différant entre elles par des multiples 

quelconques de 4K. 6t de 21K'. Ces deux quantités constantes sont 

dites les périodes de l'intégrale 1 0-7— 7 > et cette intégrale est dite 
doublement périodique, 

1266. On peut donner de cette double périodicité une repré- 
sentation géométrique très-simple. 

Supposons le plan partagé en bandes verticales de largeur 4K. 
par des parallèles à Oj tracées symétriquement de part et d'autre 
de cet axe, et en même temps partagé en bandes horizontales de 
largeur 2R' par des parallèles à Oj: tracées symétriquement de part 
et d'autre de cet axe. De cette manière, le plan sera divisé en rec- 
tangles égaux, dont l'un aura pour centre l'origine, et dont les 
dimensions seront 4K. et 2K'. 

8. 
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La formule (2) du numéro précédent nous montre qu'à une 
même valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u diffé- 
rant entre elles de multiples quelconques de 4^^ ^^ situées par 
conséquent sur une même parallèle à Ox, de manière qu41 s'en 
trouve une, et une seule, dans chacune des bandes verticales. 

Elle nous montre aussi qu'à une même valeur de z correspondent 
une infinité de valeurs de u différant entre elles de multiples 
quelconques de 2iK^ et par conséquent rangées à la distance 2K' 
les unes des autres sur une même parallèle à O^, de manière qu'il 
s'en trouve une, et une seule, dans chacune des bandes horizontales. 

Donc dans chaque rectangle de base 4^. et de hauteur 2K' se 
trouve une des valeurs de u données par la formule (2), et une 
seule. 

Si l'on suppose maintenant, dans la formule (i), que /w-f- n soit 
impair et égal à 2|:z-+-i, à la même valeur de z correspondront 
toutes les valeurs de l'intégrale données par la formule 

(3) 4pK-+-2mK'-h2K — a, 

et l'on verra de même que dans chacun des rectangles précédents 
se trouvera une des valeurs de l'intégrale données parla formule (3), 
et une seule. 

Donc dans chacun des rectangles en question se trouvent deux 
valeurs de u correspondantes à une valeur de z quelconque, et 
comprises dans la formule (i). Nous verrons plus lard que ce sont 
les seules. ' 

Il est aisé de reconnaître que les deux, valeurs de u contenues 
dans chaque rectangle sont situées symétriquement par rapport au 
centre du rectangle, la position de ce centre étant déterminée par 
l'expression (4/^ H- 2)K4- (2/1 -f- i)iK'. 

Remarquons que Ton arriverait à la même représentation en 
supposant que l'origine O, au lieu d'occuper le centre d'un rec- 
tangle, en occupe un des sommets. Dans ce cas, les valeurs repré- 
sentées par les formules (2) et (3) seraient respectivement symé- 
triques, non plus par rapport aux centres des rectangles, mais par 
rapport à leurs sommets. 
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§IV. 

DES FONCTIONS INVERSES DES INTÉGRALES MULTIFORMES. 

1267. En considérant, dans les deux paragraphes précédents, les 
intégrales dont les différentielles ont des points critiques situés à 
une distance finie de l'origine, nous avons vu que la valeur de ces 
intégrales ne dépend pas seulement de la limite supérieure z de 
rintégration, mais encore du chemin parcouru pour arriver à cette 
limite. Nous avons vu, de plus, que les différentes déterminations 
de l'intégrale qui correspondent à la même limite z sont égales à 
la valeur rectiligne combinée par addition ou soustraction avec 
des multiples quelconques des intégrales prises le long des divers 
contours élémentaires qui entourent les points critiques de la dif- 
férentielle, intégrales que nous avons appelées les périodes de 
rintégrale proposée. 

Il s'agit actuellement d'étudier les propriétés de la limite supé- 
rieure z, considérée à son tour comme fonction de l'intégrale u. 
Dans les exemples qui nous ont déjà occupés, nous verrons que 
cette fonction z=.^[u) est non-seulement une fonction pério- 
dique de M, c'est-à-dire une fonction reprenant la même valeur 
lorsqu'on augmente son argument u de multiples quelconques des 

diverses périodes de l'intégrale u= j f[z)dz, mais qu'elle sera, 

en outre, une fonction monogène et uniforme de u lorsqu'on fera 
varier u dans toute l'étendue du plan. 

La raonogénéité de la fonction z = ^[u) résulte immédiatement 

de ce qu'elle a une dérivée déterminée, -7- = -;---? pour toute valeur 

de z, et par suite pour toute valeur possible de u. 

Il suffira, pour établir son uniformité, de constater que les 
diverses valeurs de la fonction directe m, correspondantes à toutes 
les valeurs de z^ remplissent toute l'étendue du plan et la rem- 
plissent une seule fois, sans laisser de vides et sans que des valeurs 
correspondantes à des valeurs de z différentes puissent se super- 
poser. 

Enfin, nous n'aurons besoin de faire cet examen que pour les 
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seules valeurs de u correspondanlcs aux divers chemins rectilignes 
de Zj et de montrer que ces valeurs remplissent complètement et 
une seule fois une certaine étendue du plan, laquelle se répétera 
indéfiniment et sans superposition ni lacunes, de manière à couvrir 
toute rétendue du plan, lorsqu'on aujjmentera toutes les valeurs 
de u qu'elle contient de multiples quelconques des périodes de 
cette intégrale. 

1268. Soit une fonction y (z) admettant pour période la con- 
stante A, c'est-à-dire telle que Ton ait, quel que soit le nombre 
entier m, 

Si l'on partage le plan en bandes par des droites parallèles, repré- 
sentées par l'équation 

2 = H 4- /7iA, 

où l'entier m prend toutes les valeurs possibles, alors à chaque 
système de valeurs de /(r) relatif à un ensemble de points situe 
dans une quelconque de ces bandes correspondra dans chacune 
des autres bandes un système identique de valeurs relatif à un 
second ensemble de points superposable au premier. 

On pourra toujours supposer que la relation (i) n'ait lieu que 
pour des valeurs entières de m\ car, si elle était vérifiée, quel que 

fût l'entier m, par des valeurs de la forme z -\ A, on remplacerait 

A 

la période A par A'= - > et la relation reprendrait alors la forme (i). 

Une fonction est doublement périodique lorsqu'il existe deux 
constantes A, B telles que l'on ait, quels que soient les entiers m, 
n, la relation 

(a) /(«-hmAH-/îB)=:/(3). 

On voit, comme tout à l'heure, que, si l'on mène toutes les droites 
représentées par Téquation 

s=: H -h mA-h /ïB, 
ces droites partageront le plan tout entier en parallélogrammes 
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ayant leurs côtés égaux en grandeur et en direction aux droites qui 
représentent les périodes A, B, et dans chacun desquels les mêmes 
séries de valeurs de y (z) se reproduisent avec une disposition 
identique. 

Nous donnerons, pour abréger, à ces bandes ou à ces parallélo- 
grammes, relatifs à la périodicité simple ou double, le nom d'aires 
élémentaires . 

1269. Une fonction simplement ou doublement périodique, qui 
est uniforme et continue dans chaque aire élémentaire, admet au 
moins un infini dans Tintérieur de cette aire; car, si elle restait 
finie dans toute cette aire, elle le serait aussi dans tout le plan, 
jusqu'à l'infini inclusivement. Donc[H37] cette fonction se rédui- 
rait alors à une constante. 

La fonction y(z) étant uniforme et continue, sa valeur réciproque 

^, ■ le sera aussi, et, par suite, devra admettre aussi un infini. Donc 

la fonctiony(z) devra admettre au moins un zéro dans chaque aire 
élémentaire. 

Donc, si une fonction simplement ou doublement périodique, 
unijbrme et continue, ne devient ni nulle ni infinie dans une aire 
élémentaire quelconque, cette fonction se réduira à une constante, 

1270. I. Commençons par l'étude de la fonction inverse de l'in- 
tégrale 



H 



— ï 

z 



et considérons d'abord les valeurs de u correspondantes à toutes 
les valeurs réelles de z. 

Nous avons vu [1256] que le point critique z= o de la diffé- 
rentielle est un point de ramification de l'intégrale u, et que la 
période de cette intégrale est l'intégrale prise le long du contour 
élémentaire partant du point initial -{- 1 et entourant z = o, inté- 
grale dont la valeur est aiTr. 

Si l'on fait varier z sur l'axe des x positifs depuis une valeur 
infiniment petite jusqu'à une valeur infiniment grande, il est aisé 
de voir que l'intégrale rectiligne u prendra toutes les valeurs réelles 
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depuis — oc à -hoc . En eflfel, si l'on fait varier z en progression 
j;éométrique, u variera en progression arithmétique ; car il résulte 
du théorème d^addition démontré au n^ 827 que Ton a, en posant 

Il = F(^), 

Ot¥[z) est positif ou négatif, suivant que z est > ou <^ i ; donc, 
s'\ n croît jusqu'à l'infini, z" variera de i à -h oo ou de i à o, tan- 
dis que ¥[z" \ variera de o à zh ao , et réciproquement. 

La fonction iis= F(z) croîtra donc toujours d'une manière con- 
tinue, et remplira complètement et une seule Jois l'axe des abscisses 
réelles dans le plan des ii, lorsque z variera de o à 4- oo . Donc, réci- 
proquement, z = 'i^[u) sera une fonction uniforme et continue de u 
pour toutes les valeurs de cette variable de — oo à -|-oo . Autre- 
ment dit, tandis que le point u décrira d'une manière continue 
l'axe Ox de — oo à -h oo , z = '\[u) décrira d'une manière con- 
tinue l'axe des x positifs. 

1271. Faisons maintenant décrire à z le chemin rectiligne par- 
lant de -4- I et comprenant l'axe des x négatifs. Ce chemin passant 
par le point critique z = o, nous éviterons ce point au moyen d'un 
demi-cercle décrit du centre O et situé, par exemple, au-dessus 
de OjT. En posant 

X^ dz 
— > pour z négatif et = — r/, se composera d'abord 

de l'intégrale 

puis de rintégrale semi-circulaire 



X 



: /TT, 
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et enfin de l'intégrale 



/_rî=x"?--i-''>- 



En réunissant ces trois parties , on trouve, pour la valeur rectiligne 
<le rintégrale correspondante à la valeur réelle et négative z = — J ^ 



« = F(~ z 



'] = f^ 'j = V{z^]'-^rn (>). 



Ainsi, à toutes les valeurs complexes de ii comprises dans la for- 
mule iTT-hWo, Mo variant de — oo à -4-00, correspondent toutes 
les valeurs réelles et négatives de z = ip ( m ), depuis o jusqu'à — 00 . 
En d'autres termes, le point z décrira l'axe des x négatifs, tandis 
([ue u décrira, de — 00 à H- 00 , une parallèle à Ox^ située à la 
distance -h^r de cet axe. 

1272. Faisons maintenant décrire à z une droite ^= i -hre'^, 
partant du point initial z =H- i de l'intégrale, et faisant avec Oo: 
l'angle constant p. On aura alors, pour l'intégrale prise suivant 
cette droite, 

__ r^àz_ r'* e'Pdr 

"""J, ~^~Jo ï^"^'^' 

Cherchons la forme de la courbe décrite par cette intégrale, lors- 
que r varie de o à 00 . 

La tangente à la courbe u fait avec Oj: un angle égal à l'argu- 
ment de la différentielle 

du = dr. 

I ■+- réP 

Cet argument est égal à l'argument;? du numérateur, moins l'argu- 
ment du dénominateur i -f- re^P, Ce dénominateur est représenté 

par la droite OM = Oi -j- i M {^fig* 98), et son argument par l'angle 
I OM ; et il est facile de voir que, tandis que M se déplace depuis le 
point I jusqu'à l'infini sur la droite donnée, OM passe de la direc- 



(*) On aurait trouvé F(s')= — iiz si Ton avait tracé le demi-cercle au-dessous 
de Qjr. 



112 LIVRE VI. — CHAP. III, § IV. 

tion Ox à une direction parallèle à iM. Donc Targument de du 

Fiff. 98. 




varie depuis p — o ou p jusqu^à p — /; ou zéro, et par suite la tan- 
gente à la courbe u est, au départ, parallèle à 1 M, et, quand le 
jpoint s'éloigne à Tinfîni, elle tend à devenir parallèle à Ox. 

Dans rintervalle entrer = o et r = -h 00 , Tangle xOM croissant 
constamment, p — xOM diminue, d'où il résulte que la direction 
de la tangente à la courbe m va en se rapprochant de la direction O.v 
et que la courbe tourne constamment sa concavité vers Taxe Oa:. 

Si Ton considère le prolongement de la droite correspondant 
aux valeurs négatives de r, Tangle i OM prendra des valeurs néga- 
tives en variant de o kp — tt. L'argument du numérateur étant 
p — TT, puisque /' est négatif, l'argument de rfa variera donc depuis p 
jusqu'à zéro, et Ton voit que la tangente à la branche correspon- 
dante de la courbe u tend à devenir parallèle à l'axe des x positifs. 

Remarquons maintenant que, si l'on substitue au chemin recti- 

ligne iz le chemin formé par la portion ix = r prise sur Taxe 
des X et par l'arc de cercle .rz, décrit du centre i avec le rayon r 
entre l'axe Oj: et la droite iz, l'intervalle entre les deux chemins 
ne contenant aucun point critique, l'intégrale ne changera pas de 
valeur. On aura donc 






dp 



(') Au lieu de considérer r comme variant négativement, on aurait pu remarquer 
que, riotégrale u ne changeant pas quand on change r en — r et ;» en ?r — p, tout se 
passe symétriquement do part et d'autre de Ox^ de sorte que l'on (>eut.se contenter 
d'étudier ca qui se passe au-dessus de cet axe. 
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La première de ces deux intégrales est réelle et varie, pour r 
positif, de o à H- oo . La seconde intégrale, qui peut s'écrire sous 
la forme 






p' 



a, pour r infini, la valeur ip. De là il est facile de conclure que la 
distance du point u à Taxe réel a pour limite la valeur p. Donc la 
courbe u a une asymptote parallèle à Ox, à la distance -f-/; de cet 
axe. On verrait de même qu'elle a une seconde asymptote aussi 
parallèle à Ox et située au-dessous de Ox, à la distance — ( tt — p), 
La courbe u est donc comprise tout entière entre deux parallèles 
à Ox, à la distance tt Tune de Tautre. 

Lorsque p varie depuis o jusqu'à tt, l'asymptote supérieure va- 
riera depuis l'axe des x jusqu'à la distance t: au-dessus de cet axe, 
et l'asymptote inférieure depuis la distance — tt au-dessous de Ox 
jusqu'à Taxe Ox lui-même. Donc toutes les courbes u seront com- 
prises dans une bande de largeur arr, dont la ligne médiane 
est Ox. 

Si l'on suppose maintenant la limite supérieure /•=!, l'inté- 
grale u deviendra 

que l'on trouve aisément égale à 

l(>g(l -i-c.is/j) + — • 

Si l'angle p est obtus, la partie réelle devient négative ; si p tend 
vers la valeur tt, la partie réelle tend vers — oo , la partie imagi- 
naire restant finie. Donc, pour p infiniment voisin de tt, la courbe 
sera toujours comprise entre l'axe O x et la droite qui joint l'ori- 

gine avec le point — oo H ? de sorte que, pour une abscisse 

négative finie, sa branche inférieure tend à se confondre avec l'axe 
des X négatifs. A partir de l'abscisse négative maximum, la courbe 
revient dans le sens des x croissants et s'approche indéfiniment 
de son asymptote. Pour p aigu, on a un système de courbes disposé 
symétriquement au précédent par rapport à l'axe des x. 
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1273. Si Ton fait varier/^ d^une manière continue, il est aisé de 
voir que les courbes u varieront d'une manière continue et ne se 
couperont pas. 

En eiïety si nous donnons à ^ un accroissement infiniment petit 
et positif d/;, le s, pour la même valeur de r, prendra un accroisse- 
ment $z de direction perpendiculaire à la droite i z, et l'inté- 

-^ croîtra de 5i/ = -» dont l'argument est égal à celui de du 

augmenté de -» et dont le module a une valeur infiniment petite 

et différente de zéro en même temps que la valeur de Sp. Donc la 
distance des deux courbes u et m + $u est infiniment petite avec $p, 
et, comme elle est comptée sur une perpendiculaire à ces courbes 
dirigée du côté de la convexité de la courbe u, les deux courbes 
ne peuvent se rencontrer. 

Il résulte de là que l'ensemble des courbes u remplit complè- 
tement et une seule J'ois toute la portion de plan comprise dans 
la bande de largeur sstt qui s'étend symétriquement de part et 
d'autre de l'axe Ox. 

Donc, dans l'intérieur de cette bande, il passe, par un point 
donné, quelconque u, une courbe u et une seule, et, par suite, à 
toute valeur de u correspond un chemin rectiligne déterminé de la 
variable z et un point déterminé sur ce chemin. Donc enfin, dans 
cette bande, la variable z est une fonction mono^ène, uniforme et 
continue de la variable u. 

En ayant égard à ce que nous avons dit dans le paragraphe pré- 
cédent sur la périodicité de l'intégrale i --> les mêmes valeurs de 

cette intégrale se reproduisant d'une manière identique dans cha- 
cune des bandes de largeur 271 dans ^lesquelles le plan peut être 
divisé, on en conclura que la fonction z de la variable u est synec- 
tique dans toute l'étendue du plan et, de plus, qu'elle est une 
fonction périodique dont la période est ai?:, c'est-à-dire que l'on 
a, quel que soit l'entier tî, 

3 = -^ ( w ) =: 1}/ ( tt -4- 2 /l/îT ) 

ou, comme on l'écrit habituellement, 

z = c" -— e"-^-"". 
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1274. II. Considérons la fonction inverse de l'intégrale 



f ' dz 



Cette intégrale a, comme nous l'avons vu, deux points critiques, 

i et — I, à chacun desquels correspond la période zh n. Si donc 
on partage le plan en bandes parallèles à Taxe des j- et de lar- 
geur égale à tt, les valeurs de l'intégrale correspondantes à toutes 
les valeurs de z se reproduiront identiquement de la même manière 
dans chacune de ces bandes. Il sufBt donc d'étudier la relation 
entre z et m pour une seule bande, celle, par exemple, qui contient 
les valeurs de u correspondantes à tous les chemins rectilignes 
partant de la limite inférieure zéro de l'intégrale. 

Considérons d'abord les chemins rectilignes qui coïncident avec 
les axes coordonnés. Si z varie, sur l'axe Ox, de — oo à -j- oo , 
l'intégrale u variera de — oo à une certaine valeur A, que nous 
déterminerons tout à l'heure, prendra toutes les valeurs comprises 
entre — A et A, et remplira ainsi toute la partie de l'axe Ox com- 
prise dans la bande de largeur 2 A dont l'origine occupe le centre. 

Si maintenant on fait, comme dans l'exemple précédent, par- 
courir à z un quart de cercle, de centre O et de rayon infiniment 
grand r, allant de Taxe Oo: à l'axe Oj, l'intégrale croîtra de 



p re'Pidp _l Ç^ 



e-'Pidp 



expression qui est égale à l'infiniment petit -? multiplié par ime 



TT 

— lit 

1 



intégrale ayant pour limite | e 'Pidp = — e = i, et qui, par 

Jo 

suite, a pour limite zéro. Donc, quand z arrive au point -j- l'oc , 

TT 

l'intégrale u a conservé la valeur -• 



Passons de z = -h loo k z = o suivant l'axe des j-, et en évitant 
seulement le point critique -h i au moyen d'un demi-cercle tracé 
du centre 4- i avec le rayon infiniment petit p. L'intégrale prise 
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de + 100 à o se décomposera en trois intégrales 



r'-^'P dz __ . r"^P dr 



TT 



^_- H — 

a a 



TT 



La seconde de ces intégrales a pour valeur limite 

Si, dans la première, on change j' en -^ l^intégrale devient 




,^'-^/5 



dX 



'-/• 






ety en l'ajoutant à la troisième, il vient 



r'-^p dr _ r-^Pi-r dr 



luoy 






=^ nioy X loi; y 

dont la limite est zéro. 

Donc on aura, à un infiniment petit près, en égalant à zéro Tin- 
tégrale prise suivant le contour parcouru, 



Jo "i -h :? "" 2 "■ °' 



ce qui donne la valeur de Tin tégrale prise le long de la totalité de 
Taxe des x positifs. 
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L'intégrale 

I — = — - = moy X logo 

est infiniment grande pour p infîninient petit. 

L'intégrale Uy étant une fonction impaire de Zy repassera par les 
mêmes valeurs, au signe près, le long d'un contour symétrique du 
précédent, c'est-à-dire composé de l'axe des x négatifs, d'un quart 
(le cercle joignant les points — oo et — loo , et de l'axe des j^ né- 
gatifs, où l'on aura évité le point — i par un demi-cercle tracé à 
gauche de cet axe. 

Les contours correspondants aux deux autres quarts de cercle de 
rayon infini peuvent être remplacés par l'un des deux contours 
élémentaires {-hi)j ( — i), suivi des mêmes contours où l'on aura 
évité les points critiques dans les sens contraires des précédents, 
c'est-à-dire de manière à laisser ces points en dehors des contours. 
On aura ainsi, sur le contour correspondant au deuxième quadrant, 
l'intégrale relative au contour élémentaire (H-i), qui est égale 
à -h TT, plus la somme 

dz 






TT 

r,0 






où /' est infiniment grand et p infiniment petit, et dont la valeur 
sera encore nulle. 

On voit déjà que, si Ton donne à z toutes les valeurs réelles 
de — 00 à -H 00 , a prendra, et une seule fois, toutes les valeurs 

TT TT 

réelles de à H — «Si l'on donne à z toutes les valeurs imagi- 

naires pures positives*, z variant de o à 4-1 — /p, Tintégrale u varie 
(le o à -h 100 ; z contournant le point -+- i en passant à droite, 

U varie de •+- ico à H too , et enfin, z variant de -i- 1 -f- ip 



TT 

2 

TT 



à -H 4 30 , 1/ varie de H 100 à-j — • 

2 2 
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Si, au contraire, z parcourt Taxe des j^ négatifs, en passant à 
gauche de — i, l'intégrale prendra des valeurs respectivement 
égales et de signes contraires aux précédentes. 

1275. Discutons maintenant l'intégrale prise suivant le chemin 
rectiligne z = re^P, 



_ r^ dz _ /"" e^Pdr 



Tangle p étant d'abord supposé aigu. 

L'argument de la différentielle du est égal à l'argument/? de dz, 
moins l'argument du dénominateur i-hz'* = (zH-i)(^ — i)=ON.ON' 
{fis- 99)» lequel est égal à la somme des angles xON, a: ON'. Celte 



Fig- 99- 



N.x.*^ 




somme est nulle pour z = o, et par suite, au départ, la courbe u 

est tangente kOz. Pour z croissant, chacun des deux angles s'ap 
proche indéfiniment de /;, et, pour z = oo , l'argument de u a pour 
limite p — up =^ — p. D'ailleurs, en remplaçant le chemin Oz par 
un chemin rectiligne égal pris sur Ox et par un arc de cercle 
joignant les deux extrémités, on verrait, comme au numéro pré- 
cédent, que l'intégrale circulaire est nulle pour r = QO. Donc, 



n 



quel que soit p <^ -> l'intégrale rectiligne aura toujours, pour 

/•=: QO , 

la valeur H — • Donc la courbe u, aux points qui correspondent 
à /•= o et à /• = 00 , est tangente aux deux côtés d'un triangle iso- 
scèle avant sa base, delohgMeur-> située sur Ojc. 
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De plus, rargument du dénomiDateur 1 4- 2^ a pour tangente 

tan^*!/? 



1 

i-h 



1 



r*cos2p 

et la valeur de cette tangente augmente continuellement avec r. 
Donc la courbe u est constamment concave vers Taxe des x. 

Pour r = I, l'intégrale, dont nous avons donné la valeur géné- 
rale au n° 373, a pour valeur 

TT / , I -h sin p 

y -f- y iOg : • 

La partie imaginaire de cette valeur devient inGniment grande 

pour ^ infiniment voisin de -1 d'où Ton conclut que la courbe u 

s'approche indéfiniment de ses tangentes et s'éloigne à l'infini de 
l'axe des x. 

On verrait, comme au n° 1273, que les courbes u ne se ren- 
contrent pas et qu'elles varient d'une manière continue en même 
temps que p. Donc elles passent par tous les états intermédiaires, 
depuis la base commune des triangles isoscèles, qui correspond 
k p = Of jusqu'à une courbe s'élevant à l'infini et se confondant, à 
distance finie, avec l'axe desj^et une parallèle à cet axe menée à la 

distance - • Donc les courbes u correspondantes aux chemins rec- 

lilignes compris dans le premier quadrant remplissent complète- 
trient et une seule fois la portion de la bande de largeur tt com- 
prise dans ce quadrant. 

On trouverait de la même manière que les courbes u correspon- 
dantes aux chemins rectilignes compris dans les trois autres qua- 
drants remplissent aussi complètement et une seule fois les trois 
autres parties de la bande en question. On le reconnaît immédia- 
tement par la symétrie des valeurs obtenues. 

Donc z est une fonction de u synectique dans toute Tétendue du 
plan. De plus, cette fonction est périodique, et sa période est égale 
à îT. En désignant cette fonction par tanga, par analogie a.vec le cas 
de u réel, on aura, quel que soit l'entier A", 

tangtf = tang(a -+- X-tt). 
H -— Cours de Cale, iit finit,, IV. 9 
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En combinant les résultats précédents avec le théorème d^addU 
tîon [827, II], on en déduirait aisément toutes les propriétés de 



la fonction tangz. 



1276. III. Nous avons vu [1261] que l'intégrale 



Jo J I — «* 



a pour période 2r et que dans chaque bande verticale de lar- 
j;eur 2Tr se trouvent deux valeurs de cette intégrale, correspon- 
dantes à la même valeur de z. Etudions la marche de Tintégrale 
suivant les divers chemins reclilignes de z partant de Forigine, et 
examinons d*abord les valeurs qu'elle prend lorsque z parcourt les 
axes coordonnés. 

Si z parcourt Taxe des x, en supposant que le radical y/i — z- 
parte de Torigine avec la valeur -f- i et que z évite le point de 
ramification -f- i en passant au-dessus, on aura d'abord l'intégrale 



X 



'-P flz 



([ui, pourp infiniment petit, tendra vers une certaine limite réelle, 
que nous désignerons provisoirement par Â. 
Posons maintenant z = i -4- pe'P, d'où 



sji — z= ^~ pe"' = y ptf^'''-^^)=:zlz^^û<r 



•1 



pour ^ = TT, le radical doit avoir la valeur positive ^i — p, ce qui 
exige que l'on prenne l'expression précédente avec le signe — . 
On devra donc poser 



/> — T 1 



D'après cela, l'intégrale le long du demi-cercle supérieur aura pour 

\aleur 

I . 



/'° r/.f>r'n - C" e"^ ///> 

I _^ y'o I — zz^^ -_j; 
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quantité infiniment petite en même temps que p, et dont la valeur, 
à une fraction près infiniment petite d'elle-même, sera (i -j- 1) ^2p. 
Après avoir parcouru le demi-cercle supérieur, z revenant sur 
l'axe des x avec la valeur i -+- p, ^i — z prendra la valeur — iy/jô, 
et par suite le radical ^i — z^ aura une valeur imaginaire négative, 

de la forme — ih^. Donc l'élément --- — de l'intégrale sera de la 

forme -^ih^, et par suite la partie de l'intégrale prise de H- p 

à -f- 00 , I • '■ — '^ sera aussi de la forme -\-ih^. 

Ji-hp v/i— 2* 

Décrivons maintenant, du centre O et d'un rayon infiniment 
grand r, un quart de cercle entre les axes Oo: et Oj-, et intégrons 
le long de ce quart de cercle. Si l'on pose z = /V/*, l'intégrale de- 
vient, en remarquant que le radical y/i — z'^ doit être, pour /? = o, 
de la forme — lA^, ainsi que le quotient de sa division par re^P, 

TT 'W TT 

Ç' rd.e'P _ f r' ^ dp _ r^ dp 



dont la limite est pour /■ = oo . 

2 ^ 

La variable z arrivera sur l'axe Oj avec la valeur -f- i/*, et l'in- 
tégrale prise le long de l'axe des j^, 

Jir ^l — z* Jr V^ ï -h J* 

sera une imaginaire pure, de la forme ± ili^. Sa valeur numérique, 

/dr 
-^ = logj, sera infinie pour 



/• = 00 . 



En écrivant maintenant que l'intégrale prise le long du contour 
total est nulle, on aura, pour p infiniment petit et r infiniment 
grand. 



o = hin 1 , -hhm / - + / f -==)—- 

Jo v^l— 3* \«/i4-/» VI — •'-* Jr v/lH-J*/ 2 



2 



9- 
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En égalant séparément à zéro la partie réelle, on a 






o ^l — z* 

La seconde intégrale étant de la forme H- i7i-, la dernière doit être 
de la forme — ih-y et, comme / == est négatif, il faut que 

.^r -t- v^l H" J* 

le radical >Ji-hj'- soit pris avec le signe -j-, ce qui résulterait 
d^ailleurs de ce qu'il doit revenir en O avec sa détermination 
initiale. 

Ainsi aux valeurs réelles de z depuis zéro jusqu'à -4- i corres- 
pondent des valeurs réelles de u depuis zéro jusqu'à H — • Lorsque z 



varie de -f- i à -h oo , u prend des valeurs complexes de — f- lo à 

— f- 100 . Pour z purement imaginaire, de zéro à -j- loo , u passera 

par toutes les valeurs purement imaginaires, de zéro à -f- loo . 

Si l'on change z en — r, l'intégrale u ne fera que changer de 
signe. Donc, si l'on fait parcourir à zdes chemins symétriques des 
précédents par rapport à l'origine, u prendra des valeurs égales, 
au signe près, aux valeurs précédentes. Ainsi, z variant de zéro 
à — ij u variera de zéro à — tt ; 5 variant de — i à — oo , après 

avoir évité le point — i en passant au-dessous, u variera de — *- 

à 1 00 ; :: variant de zéro à — 1 00 , u variera de zéro à — 1 oo . 

2 

1277. Supposons actuellement que z parcoure un chemin rec- 
tiligne z =re^P, Pour avoir l'inclinaison de la tangente à la courbe u 
au point correspondant à z, remarquons que l'argument du radi> 



cal ^i — z'^ est la demi-somme des arguments des facteurs i 
I — z delà quantité sous le radical, c'est-à-dire Tinclinaison de la 
bissectrice de l'angle P'OP (^^. 100), OP et OP' représentant les 
facteurs en question. Cet argument sera nul pour r = o ; il devien- 
dra ensuite négatif si p est aigu, positif si p est obtus. Pour r 
infîni, la bissectrice de P'OP se confondra avec une perpendicu- 
laire à la droite Oz, et aura ainsi pour argument p -• Donc 
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Ta différence entre p et l'argument du radical , c'est-à-dire Targu- 
ment de i variera depuis p jusqu'à p — [p ) = ~j donc 

la tangente à la courbe u coïncidera d'abord avec le chemin recti- 



Fiy. loo. 



ligne Oz, puis elle s'écartera de O^, et, à l'infini, elle deviendra 
parallèle à Oy, 

On voit ensuite, comme au n» 1273, que, si l'on fait croître 
l'angle p infiniment peu, la distance des deux courbes u corres- 
pondantes aux angles p et p -{- dp sera infiniment petite, mais dif- 
férente de zéro pour z fini, de sorte que les courbes u ne se ren- 
contrent pas et se succèdent d'une manière continue. 

Donc, si l'on considère tous les chemins rectilignes compris 
entre les directions Ox et Oj, on voit que les diverses courbes u 
correspondantes varieront par degrés continus, et toujours dans 
le même sens, depuis la courbe u correspondante à Ox (*), la- 

quelle se compose d'un segment de l'axe réel égal à-i et de toute 

la perpendiculaire à l'extrémité de ce segment, jusqu'à la courbe u 
correspondante à O/, laquelle est l'axe imaginaire lui-même. 
Donc toutes les courbes u remplissent complètement et une seule 

fois la bande verticale de largeur - comprise à droite de Oj dans 

le premier quadrant. 

La symétrie nous montre que la même chose se passe dans le 

(') En supposant qu'on ait évité le point -H i par un dcmi-corcle supérieur. 
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Iroisiùme quadrant, si Ton a évité le point — i au moyen d'un 
demi-cercle inférieur, de sorte que les courbes u correspondantes 
aux chemins rcctilignes compris dans ce quadrant remplissent 

entièrement et une seule fois la bande de largeur - située dans ce 

même quadrant. 

En faisant croître ^ de - à ir, on verrait de même que les courbes u 

correspondantes aux chemins rectilignes compris dans le deuxième 
et le quatrième quadrant remplissent, sans superposition, les por- 
tions de la bande verticale comprise entre x= ^ etx=-+-- 

qui se* trouvent dans ces quadrants respectifs. 

Donc z est une fonction synectique de u dans toute l'étendue 
de la bande verticale en question. 

1279. Si Ton avait commencé par décrire l'un ou l'autre des 
contours élémentaires (-h i), ( — i), on aurait obtenu, en parcou- 
ran-t les divers chemins rectilignes, les valeurs précédentes de u 
changées de signe et augmentées toutes de =t ir. Dès lors, les 
valeurs réelles de l'intégrale s'étendront de — îr à -{- ir ( * ). Donc, 
dans la bande verticale de largeur 2 7r, dont l'origine occupe le 
milieu, on aura, pour la même valeur de z, deux valeurs de l'in- 
tégrale, de la forme u et it tt — u. 

£n parcourant maintenant l'ensemble des deux contours élé- 
mentaires un nombre quelconque de fois, on formera, comme 
nous l'avons vu, un nombre illimité de systèmes identiques de 
valeurs de u, correspondants à un même système de valeurs de c, 
et situés dans les bandes successives de largeur 2 71, prises de part 
et d'autre de la première. 



(*) En effet, les parties réelles des valeurs de u obtenues dans le numéro précédent 
varient entre et -+- —• Les parties réelles de -h tt — u varieront donc entre H — '- 

2 A 2 

o 

et -h -» celles de — T — « entre et ^- On voit donc que la bande de lar^ur 

3 7r, s*étendant symétriquement de part et d'autre de 0^, contiendra toujours l'une 
des deux valeurs — tt — u et -t-:r — n, et une seule, puisque tout nombre compris 

entre H- t et — w est contenu dans l'un des trois intervalles de -h— an idc — - 

2-2 3 

à H — et de à — —9 et y est contenu une seule fois. 

•i 2 -2 
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1280. De ce que nous avons établi dans le paragraphe précé- 
dent il résulte que la variable z, considérée comme une fonction 
de l'intégrale m, est uniforme et continue dans toute Té tendue du 
plan, et qu'en outre elle est périodique, sa valeur ne changeant pas 
lorsqu'on remplace u soit par uni: -hw, soit par (2/1-1-1)7: — m, 
de sorte que, si Ton désigne celte fonction par sinw, on aura 

sintt = sin[2/i7r -f- w) = SLn[[2/i -+- i)ir — u]. 

On a, de plus 

sin ( — «) = — sintt, 

d'où l'on conclut la relation 

s[n[[ 2 n -\- i)n -h u]=i sin[ iniz — «) = — sini/. 

Donc, en général, on a 

sin[/z77 -+-«)=:( — ij'*sintt. 

i281. Il est utile d'introduire aussi comme fonction analytique 

le radical ^1 — z-* = y^i — sin=*z/, que l'on désigne par la notation 
cosu. La valeur numérique de ce radical se tire immédiatement de 
celle de sinii; mais son signe ne peut être fixé d'après la valeur 
de u qu'au moyen d'une discussion spéciale. 

Considérons d'abord les valeurs de u pour lesquelles on a 

sin tt = -h I . 

L'intégrale / ayant pour valeur - > on aura par conséquent 

Jo \i — z* 2 

sin- = -h I, et, en vertu de la périodicité de la fonction sin m, on 
aura, quel que soit l'entier /z. 



sin[^;,7r-f-[-i)»^]=3i. 



Pour la valeur - de u, le radical ±Ji — z^ = cosu s'évanouit. 

2 ^ 

Si on le suppose partant de u = o avec la valeur -+- 1 , quel devra 
être son signe dans le voisinage du point de ramification - ? 



cos 
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Donnons à u une valeur --f-e, infiniment voisine de-; nous 
aurons y par les formules précédentes, 

«n(^ + .) = sin[7:-(^ + .)]=sin(^-.). 

Donc la fonction sin ( - -f- «) ^st une fonction paire de e, et, si on 

la développe en série suivant les puissances de 6, le développement 
ne pourra contenir que des puissances paires, et sera de la forme 

sin( - -h 8] =1 -hût'-f- ^«*-h. . .'. 
On tire de là 

Pour une valeur suflisamment petite du module de e, cos ( — |- c) 
est donc sensiblement proportionnel à la première puissance de e, et 
par conséquent le point - n'est pas un point de ramification de 

cette fonction, non plus que les autres points /itt-j- ( — i)"- pour 

lesquels sin a = -i- i . 

Il en serait de même des points pour lesquels sinu = — i, c'est- 

à-dire des points /itt — ( — i)" -• 

La fonction sinu devient infinie pour u égal aux valeurs de Tin- 

? et il résulte de ce que nous avons vu que ces 

sjl — -3* 

valeurs se composent d'une partie réelle arbitraire, jointe à une 
partie imaginaire infinie. Donc sinu ne devient infini pour aucune 
valeur finie de u. 

Dcuic nous avons démontré que la valeur de cosu est uniforme 
pour toute valeur de u. 

1281. Pour étudier maintenant la périodicité de la fonction 
cosu, considérons l'équation transcendante 

cose< = cos Ho . 
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En remplaçant le cosinus par sa valeur =t ^i — sin^M, cette équa- 
tion entraîne une des deux suivantes: 

(i) ' sin II = -I- sintto» sinii^i: — siniio. 

La première de ces équations donne 

a =: /iir -4- ( — ij^Ho* 

Si Ton désigne maintenant par G le chemin quelconque que Ton 
a décrit pour obtenir l'intégrale Uq, il résulte de ce que nous avons 
dit au n° 1255 que Ton obtiendra la valeur de u en faisant pré- 
céder le chemin C du parcours alternatif des deux contours (-+- i), 
( — i), en commençant par le premier ou le second suivant que /t 
est pair ou impair, et faisant un nombre total de tours égal à n. 

Or, à chaque parcours d'un contour élémentaire, le radical 
change de signe. S'il est donc parti avec le signe -i-i, il aura, 
après les n parcours, le signe de ( — i)". Donc il partira, pour dé- 
crire le chemin C, avec la valeur ( — i)'*. Il arrivera donc au point 
correspondant à ii© avec la valeur ( — i)" cosuq. Donc 

COS[/î7r -h ( — l)'*llo] = (~ l)'*COSIIo, 

et, pour que cette valeur soit égale à -f- cosiio, il faut que n soit 
pair, ce qui donne une première solution exprimée par la formule 

(2) C0s(2/Î7r -f- Wq) = COSMo. 

La seconde équation (i) donne 
et l'on en tirera comme ci-dessus 

cos(2/i7r — Uq] =^ cos( — Uq). 



Or cosu= ^i — sin^w = y/i — sin"^( — u) est une fonction paire 
de Uy et l'on a 

cos( — «0) = COSI/q, 

Donc on aura encore 

ces (2 /ITT — Ufi] = COSUq, 

Par conséquent, toutes les valeurs de u pour lesquelles le cosinus 
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sera égal à cos«o seront données par la formule 

C()s(2/Ï7rzt: Uq] =z COSUq, 

1282. Ajoutons encore quelques détails sur la marche de la 
fonction cosu. 

Tandis que z décrit Taxe des x positifs, de o à -h oo , en passant 
au-dessus du point -f-i, nous avons vu que, de o à -hi, v^i — z- 

varie de H- i à o, tandis que u croît de o à -♦ d'où 

2 

coso = I , cos - = o. 



A partir de z = i , le radical ^ i — z^ prend des valeurs imagi- 
naires de la forme — ig^^ correspondantes à des valeurs de u de la 



'o 



forme — h i A* . Donc la valeur de cos ( - -h ih- \ est de la forme — is^ 
Pour z infini réel, y'i — z- a pour valeur — loo , d'où 

cos ( h / 30 1 = — /» . 



[l 



Si z s'éloigne à l'infini, suivant une direction d'argument/;, le 
sinus étant égal à ooe'P^ le cosinus aura, comme le sinus, une va- 
leur complexe infinie, dont la valeur approchée est — iooe^P, 

correspondante à l'arc n -{- i oo . 

Pour /; = -> la valeur de cos a devient H- oo pour m = -h loo . 

T)eu = o à M = -f-ioo, cosu a des valeurs réelles croissanl 
de 4-1 à -+- 00 . 

Nous avons discuté la courbe décrite par u lorsque z parcourt 
un chemin rectiligne partant de l'origine. Il est aisé d'obtenir la 

courbe correspondante décrite par le cosinus y/i — z'^. Elle a pour 
équation 

OU, en éliminant /', 

Ç* — 2 ?ï3 cot 2/? — 7,* = I , 
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équalion d'une hyperbole dont les asymptotes font avec Ox les 
angles p et p ^• 



Le carré du module de cosm = ^i — r-e^^P est 

p* = I — s».r* C0S2/? -f- r^, 

dont la valeur atteint un minimum pour /'-=cos2/;, et l'on a 
alors p := sin2^. 

Si Ton désigne par xs l'argument de yfi — 2-*, on trouve 

— i^smip tani^a/j 
tiing 2 cr =: = • 

I — 



/•^cus2y> 



Pour r=o, cosa = i, tang2GJ=o, ci = o. Pour /• croissant à 
partir de zéro, tang2tj devient négatif, si p est <C7» pour rede- 
venir positif après avoir passé par oo , et le rayon pe'" va en s'écar- 
tant de la droite re'^, jusqu'à ce que, pour /• = oo , il lui devienne 
perpendiculaire. 

Nous engageons le lecteur à construire et à comparer, pour un 
chemin rectiligne donné de z = sinw, les courbes décrites par les 
fonctions u et cosu, 

1283. Nous avons vu [827, III] que, étant donnés deux argu- 
ments Uy ii| dont la somme est constante, leurs sinus z, z^ satisfont 
à la relation 

z\j ï — z\ -h Zi v'i — 2* = const., 

et la constante n'est autre chose que ce que devient le sinus de 
l'un des arguments, quand l'autre argument s'annule, les radicaux 
devant se réduire chacun à -f- 1 pour z ou Zx nul. On peut écrire 
cette relation sous la forme 

sinz/cos/i| + sinz/|Cosf£ =: sin(ii -f- u^]. 



Si l'on y fait u^ = — -t il vient sin «i = — i et 



— costt rz= sm I w j = — sin ( « J , 
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d'où 



cos 



n = sin 1 « I . 



On tire de là et des formules précédentes toutes les relations 
qui lient entre elles les fonctions sinus et cosinus. 

1284. IV. Traitons, pour dernier exemple, l'inversion de Tinlé- 
grale elliptique 

^_ r- riz p dz 

Nous avons vu que toutes les valeurs possibles de cette inlé- 
j;rale, correspondantes aux valeurs de la limite supérieure z, 
s'obtiennent en faisant précéder l'intégration rectiligne correspon- 
dante à cette limite d'une ou de plusieurs intégrations effectuées 

le long des quatre contours élémentaires (=t: i), ( — jl» ^^ ^"^ 

toutes ces valeurs sont distribuées d'une manière identique dans 
chacun des rectangles de dimensions 4K. et 2K', dans lesquels on 
peut partager le plan des u. 

Il résulte de là que z, considéré comme fonction de m, est une 
fonction doublement périodique, ayant pour périodes 41^ et 2iK'. 

Il nous reste à établir que cette fonction est uniforme et con- 
tinue, et pour cela il nous suffira de considérer les valeurs rec- 
tilignes de l'intégrale «, et de montrer qu'elles remplissent 
complètement et une seule fois l'étendue de l'un de ces rec- 
tangles, celui qui a pour centre l'origine des coordonnées. 

Faisons d'abord parcourir à z les axes coordonnés. L'axe des x 

positifs contient les deux points de ramification -f- 1 et -+- -• En 
évitant le point -{- i au moyen d'un demi-cercle supérieur, on 

aura d'abord, comme au n° 1276, l'intégrale l ** ? qui a 

pour limite K [1202], puis l'intégrale semi-circulaire 

O 1 



P I P^~' 



qui s'évanouit avec p, et dont la valeur approchée à une fraction 
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près infiniment petite d^elle-méme sera 



si? C \'P 1 ' -^ ' / — 



Dans le parcours du demi-cercle supérieur, z = i-i- pe*P variant 
dei — pài-Hp, I — z variera depuis — pe*''==-hp à — p, et 



1 1 



^i — Z depuis ±ip-e- jusqu'à ::hip*y et, comme la première de 
ces valeurs doit se réduire à -f- ^, on doit prendre pour les deux le 
signe inférieur, de telle sorte que yj i — z variera de -h^'p à — iyjp. 

Donc, entre les points + i et 4- t» le radical ^i — ^ et par suite 

aussi le radical R(^) devront prendre des valeurs de la forme 
— ih'. L'élément de l'intégrale sera donc, dans cet intervalle, de 
la forme -{- ih-, et il en sera de même, par conséquent, de l'inté- 
grale 



f. 



* dz_ 



= iK', 



K' étant réel et positif. On aura donc 



X 



R[z) 



= K + «K'. 



De z^ jk z = -i-co l'ialégrale s'accroît de la valeur 

j. R(»)' 



que nous avons trouvée égale à — K. Donc on aura 

•* dz 



£ 



o R(^) 



= -h iK\ 



de sorte que, lorsque z parcourt l'axe des x, en évitant les deux 
points critiques -h i et 4- -» suivant des demi-cercles supérieurs, 
u variera de o à Xi par des accroissements réels positifs, puis de K 
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à Kh-/R' par des accroissements de la forme -hih^, et enfin 
de K -h ïK' à H- i¥J par des accroissements réels négatifs. 

De z = o à z = -f- ioo , sur Taxe des j', u variera d*iine manière 
continue depuis o à 4- «K.'. 

Si Ton évite les points critiques sur Taxe des x négatifs suivant 
des demi-cercles infcrieurSy on verra de môme que u variera 
lOdeoà— K, aMe — Kà — K— /R', 3<>dc — K — iK'à— iK'. 

Sur Taxe desj^ négatifs, u variera de o à — *oo . 

Ainsi, si Ton construit un rectangle de centre o et compris entre 
les droites x= ±:K, j=± R', on voit que, tandis que z par- 
courra Taxe des j: positifs, ix parcourra la portion de contour 
OABCO {fis* 101). Si z parcourt Taxe des x négatifs, « par- 
courra OA'B'C'O ( * ); z parcourant les axes des y positifs et néga- 
tifs, u parcourra les droites OC et OC. 



-K*iK' 



-K 



-K-tK' 



Fip. loi- 



Ki 


C 


B 


A' 







A 


B' . 




c 


B. 



-iK' 



K*tK' 



k-i:k' 



1287. Supposons maintenant que z décrive un chemin rccti- 
ligne re^P. L'argument de la différentielle ^' . sera égal à l'argu- 

\ i 

ment/; de dzy moins l'argument de R(5), lequel est la demi-somme 
des arguments des facteurs 

I -H 3, I — z, I -h /z, I — kz 

de la quantité sous le radical. On verrait {^fig» >02), comme 
au n" 1277, que, pour /• variant de o à oc , les arguments des fac- 



(') Si X eût évité les points dbi par des denii-ccrcics tournés en sens contrai*^ 
lies précédents, u aurait parcouru les deux autres portions du contour OAR|C'0. 
OA'B'.CO. 
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leurs i -h z, i -f- A"z varient de o à /^ ; ceux de i — 3, i — kz, de o 
k p — îT. Donc leur demi-somme varie de o à !ip — tt, d*oii il s'en- 



Kijj. 102. 



suit que Targumenl de la différentielle varie de p — o=/;à 
/; — [ap — 7r)= TU — p. 

, j > étant égale à l'intégrale 

— — -y plus à rintégrale prise le long de Tare de cercle de 

rayon /• compris entre Ox et la droite re'P^ et cette dernière inté- 
grale étant nulle pour r= ce , on aura, quel que soit p, compris 
entre o et tt, 



X 



» efPflr _ , 



Donc, toutes les courbes u correspondantes aux diverses valeurs 
de p passeront par le point C de Idijlg. loo, et leurs tangentes 
en O et en C formeront avec OC un triangle isoscèle. 

L'argument de la tangente pour r, variant de o à oo , varie de p 
;\ Tt — py d'une manière continue et toujours dans le même sens. 
De plus, on verrait, comme aux n*** 1272 et 1277, que deux 
courbes u consécutives sont infiniment voisines dans toute leur 
étendue et n'ont d'autres points communs que leurs extrémités. 

Donc, si l'on fait varier w de o à -» la courbe u variera d'une 

manière continue depuis la forme du contour OABC {fig* loi) 
jusqu'à celle de la droite OC. Donc les courbes u remplissent com- 
plélement et une seule fois l'arc du rectangle OABC. 
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On verrait de la même manière, à cause de la s}'mélrie, que, 
pour les valeurs de p prises dans les autres quadrants, les courbes u 
remplissent pareillement les trois autres parties du rectangle 
B| B B', B'. Donc chaque point 1/ de Tintérieur de ce rectangle cor- 
respond à une valeur déterminée de z et à une seule. Donc z est 
déterminé uniformément par un point quelconque de Taire du 
rectangle, c'est-à-dire que z est, dans Tintérieur de cette aire, une 
(onction monogène, uniforme et continue de la variable u. 

1288. Si, avant de décrire le chemin rectiligne correspondant à 
la valeur u de l'intégrale, on avait commencé par décrire le con- 
tour élémentaire ( — 1), rintégrale u serait devenue aK — u. Donc 
la même valeur de z qui correspond à u correspond aussi au 
point (2K — u). L'un de ces deux points, et un seul, est contenu 
dans le rectangle de largeur 4 K- et de hauteur 21K', dont le point K 
occupe le centre, et il est facile de voir que ces points remplissent 
toute la différence entre Taire de ce rectangle et celle du rectangle 
de largeur 2K qui contient tous les points u correspondants aux 
premières intégrales reclilignes. 

Donc la fonction z = ^[u) prend toutes les valeurs possibles en 
deux points, et en deux seulement, situés dans Tintérieur du rec- 
tangle compris entre les droites x = Kit2K,^ = ihR', et dis- 
posés symétriquement par rapport au point (j:= -H K, j' = o). 

Si Ton divise entièrement le plan en rectangles égaux à celui 
que nous venons de considérer, les mêmes valeurs de z se repro- 
duiront deux fois dans chaque rectangle, et elles seront disposées 
sur des parallèles à Taxe des or, à la distance 4^^ "^^ unes des 
autres, et en même temps sur des parallèles à Taxe des j^, à la dis- 
lance 2K'. 

1289. Si dans Tinlégrale 






) 

on pose z = siny, Tintégrale prendra la forme 






FONCTION Snw. 



i4> 



Cet angle CP; considéré comme fonction de Tintégraie ii, est ditr^m- 
plitude de l'argument w, et on le désigne par 



^ = arcsmz = amu. 



La variable Zy d'après cette notation, sera le sinus de l'ampli- 
tude de u, et pourra être représentée par la notation 



z = smami/. 



Pour abréger l'écriture, nous adopterons la notation plus com- 
mode de Gudermann^ et nous écrirons simplement 



z zn sn M. 



Cela posé, les relations précédentes nous montrent que l'on a, 
quels que soient les entiers m, n, 

snu:=sn[imK-h ifùK' -h [ — i )'"«], 

^t, si m est pair, en écrivant az/i au lieu de m, 

snu = sn(4/^K -4- laiJL' -4- i/), 

d'où Ton voit que la fonction snu est doublement périodique, les 
périodes étant 4K. et 21K'. 

Fig. io3. 
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En particulier, on a 
Pour u = G, on a 



sn( — tt) = — sna. 



H. — 



sno = sn(2//îK + 2/î/K') =^, 
sn(± K) = sn[(4/w=fc i)K -+- '2/i/K'] 

Cours de Cale, injinlt,, IV. 



=r zn I. 



10 
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-p; — = iK', on en conclut 

sn(±/K'; — sn[2/MK4-(2/i-+-i)iK']=:±:/x) 
I 

on aura 



-—, - étant ésral à K ±: i K', 



sin(K±iK')=:i.. 

I^^ signes -f- et — que contient chacun des rectangles de la 
fig, io3 indiquent d(; laquelle des quatre formes di ,ç^ dt lA- est 
la valeur correspondante de sn u. Il en est de même pour iesjîg. io4 
vl io5, relatives aux autres fonctions elliptiques. 

1290. De même que, en étudiant Tinversion de l'intégrale 

f* dz 
-rr^L^rrr:» nous avoiis considéré, outre la limite supérieure z, le 

radical y^i — z'^ comme une fonction de l'intégrale, nous considé- 
rerons aussi comme des fonctions inverses de l'intégrale elliptique 

_- les deux facteurs du radical Ji — z- el 



1 ^ 



y/i-z*^i-A 
I^ premi^'re de ces fonctions, 



^1 — w- = ^1 — siu*y zzz cosç> = cosaniK, 

est analogue à un cosinus; nous la représenterons, pour abréger, 

par 

^ \ — sii*tt = cnw. 

ï^ seconde fonction, que l'on représente par 



V I — ^*^^ "^ V * — A-siu-o = Av, 

n'a pas d'analogue parmi les fonctions circulaires. Si l'on suppo- 
sait A= o, auquel cas- u se réduirait à y, et par suite amu à m, 
sna à sinw, cnu à cosii, la fonction ûtp = Aamu se réduirait à 



FONCTION en//. i47 

riinilc. Nous la désignerons par 



y/i — A*sn*// = (In//. 

Les valeurs de la fonction uniforme snu étant connues, on con- 
nuitra parla même les valeurs numériques des fonctions cnu, dnu ; 
mais il reste à voir comment varieront leurs signes. 



1291. Considérons d'abord la fonction cnu= ^i — sn^i/. Bien 
qu'elle soit donnée par un radical susceptible d'une double déter- 
mination, nous allons montrer, comme nous l'avons fait pour la 
fonction cosu, que les points pour lesquels elle s'annule ou devient 
infinie ne sont pas des points de ramification, et que, pour toute 
valeur de u, en a a un signe complètement déterminé. 

La fonction cnu s'annule pour les valeurs de u correspondantes 
à snii = ± I, c'est-à-dire que l'on a 

cn[(4/?i± i)K -f- iniK'']z=zo, 

Examinons d'abord le cas du signe supérieur, qui répond à 

sn // = -f- 1 , 

et cherchons la valeur de en m pour u voisin de K et égal à K H- s. 
En vertu de la formule 

sn(2K — u] = sn//, 

on aura 

sn(K. -f- e) = sn(K — «). 

Donc sn(K -I- e) est une fonction paire de e, et son développement 
suivant les puissances de e ne pourra contenir que des puissances 
paires et sera de la forme 

sn(K -4- «) = i -»-/7e'-r ^ï*4- 

On en lire 

cn(K.-h «)= V'* — l» -h «8*-^- ^«*-H . . .;* 



= s y — 2 a -4- «'«* -h ^'g* -h. . .. 

I*our e infiniment petit, cn(K H- e) est sensiblement proportionnel 
à celte variable complexe e, et par suite, le radical, qui est fini, ne 
pouvant changer de signe, pour une variation infiniment petite 
de g, le point u = K n'est pas un point de ramification de la fonc- 

lO. 
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lion cnu. Il en sera de même pour la valeur K augmentée de 
4'wK-l-amK', c'est-à-dire pour tous les points correspondants 
à sn a = 4- I . 

Si Ton considère maintenant un quelconque des points pour 
lesquels snu = — i, comme on a toujours 

sn[ — u] = — sn«, 

ta fonction — sn u prendra dans le voisinage de ce point les mêmes 
valeurs que -f- snu dans le cas précédent, et Ton verra de la même 
manière que ce point n'est pas non plus un point de ramification 
•de cna. 

Passons maintenant aux points amK-H(a« -h i)iK', qui 
donnent sna= oo . Si dans Tintégrale [1264] 

r riz __ r rh_ __ r"^ dz __ _ 

on pose 2 = y-7» cette intégrale se change en 



Az' 



Iwr'-"^'- 



Donc 

I 



sn[u — i¥i') = z' = 



A' snu 
Par conséquent, en faisant u •= — c, on a 



sn(/K' + s) — — ^, 
' A sn f 



t(i ou 



cn(;K' + .) = -'—- 



V^— I -+- A*sn* 



AsDe 



- • 



11 s'ensuit de là que, pour £ assez petit, cn(iK'-h e)]est sensible- 
ment proportionnel à — ? et, partant, iK'etles autres infinis de snii 

ne sont pas des points de ramification de cnu. 

Donc en a est, comme snu^ une fonction toujours uniforme de u. 

De plus, lorsque z parcourt deux chemins symétriques par rap- 
port à l'origine O, ^i - z^ parlant avec la môme valeur dans les 
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deux cas, les deux chemins entoureront autant de fois Tun que 
Tautre les points de ramification de ce radical. Donc à deux valeurs 
égales et de signes contraires de z = snu et aussi de u correspon- 
dront deux valeurs égales et de même signe de y/i — z'^=cnu. 
Donc la fonction cnu est une fonction paire de u. 

1292. Pour déterminer la périodicité de cnu, nous remarquerons^ 
comme au n*' 1281, que les racines de Téquation 

cnu = cnuQ 

doivent être comprises parmi les racines des deux équations 

sn « =: -f- sn «ot sn M = — sn Uq, 

qui sont vérifiées par les valeurs 

u = îwK -4- 2/î/K'it:( — i)"'//o. 

Soit C le chemin quelconque décrit par z pour obtenir la valeur /lo 

— ^- On obtiendra u [1289] en faisant parcourir 

à z, avant le chemin C, n fois alternativement les contours élé- 
mentaires (h-t)' ( — t)' P"Îs m — n fois alternativement les 

contours (-+- i)> ( — i)* Or le radical. y/i — z'^ n'apasd^aulres points 
de ramification que -f- i et — i ; il changera donc de signe seule- 
ment m — n fois dans le parcours des contours élémentaires, de 
sorte que Ton aura 

cn[a/wK-+-2/î/K'±:(— i)'''//o] = (— i)'"-" en (±«0) = (—')'"■"" cn"or 

formule que Ton peut écrire plus simplement 
cn[imK-\'2/iiK'±u) = {- ij^'+^onM. 

En remplaçant tour à tour m par 2 m et par 2//1 -f- i , on en tirera 

cn(4/wK -h 2/i/K' dz k) = ( — i)« cm/, 
cn[(4/?i-f- ?.)K4- a/i/K'zhi/]— (— i)«+Jcnw. 
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En particulier, on trouve 

cn« =cn''4K -r- m) 

r-rn(aK-4-5./K'-htt) 
= — cn(2K H- «) 
=1 — en 2 / K' -f- « ■ . 

La fonction cni/ a donc pour périodes 4K et aK -h 21R'. 

(293. Examinons la marche de la fonction en» pour les di\ erses 
xaleurs de u. 

Lorsque :; parcourt Taxe des x positifs [au-dessus des points de 
ramification) et que u parcourt le chemin correspondant OABCl 

{Jig- io4\ le radical y'i — z- est d'abord réel et positif, de 3 = o 



K*iK' 




-K-tK' 



K-tK 



à 3 = H- I ou de w = o à // = K ; puis il prend une valeur imagi- 
naire négati\e, de la forme — i*A^, lorsque z varie de -{- i à -h- 

ct de -+- "7 il -f- 00 , c'est-à-dire lorsque u varie de K à K + 1 K' v\ 
de K -f- iVJ à ^- / K'. Pour passer de :r = -f- X) à 2 = -f- ix , il 



IT 



faut multiplier z par e~ = /, et, par suite, 

devient H- -\/ i — ;;^> valeur réelle et positive pour z imaginaire 
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pure. On a donc les valeurs 

cno := I, 
cnK=:o, 

cniK' = 4-oo« 

Si l'on avait décrit Taxe des x positifs en passant au-dessous 
du point -H I, u aurait pris, pour z = -r> la valeur K — /K', 
y/i — z^ étant de la forme -h /A^. Donc • 

cn(R — /KM=:4- --. 

Si z décrit l'axe imaginaire positif, de zéro à -h ioo , u croît de 

zéro à + iK', et y/i — z'^ depuis i jusqu'à -h oo , en restant toujours 
réel. 

Si l'on fait prendre maintenant à u des valeurs égales et de signe 
contraire aux précédentes, la fonction cnu reprendra les mêmes 
valeurs que ci-dessus, puisque cn( — u) = cnM. 

Lorsque z décrit un chemin rectiiigne re'P^ on verrait, comme 

au n® 1282, que \j\ — ;:- décrit une hyperbole équilatère repré- 

sin ?t i> 
senlée par l'équation p^ = -: r-- \^ Qui ne dépend que de la 

cotangenle de l'angle 2/7, et qui correspond, par conséquent, aux 

valeurs p elpzh-àc l'angle p\ son module minimum a pour 

valeur sin a/9. Pour r = o, l'argument de la valeur de en m est nul ; 
si z s'éloigne de l'origine dans un sens ou dans l'autre, l'argument 

de yfT—z^ tend vers celui de l'une ou de l'autre des asymplolcs 
de l'hyperbole, en vertu de la relation 

tan g: 20 
tang 2 CI = -^^— ^ — , 

r^ COS2/; 

qui, pour r = it oo , donne tang 2CJ = lang2/>, d'où n = p f>u 
p . Le point y/i — Z' décrira l'une ou l'autre des branches de 
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riivporLole, suivant que le radical partira de zéro avec la valeur 
-h i ou avec la valeur — i . 

La figure ci-jointe {fig- io5y indique la distribution, dans chaque 

Fiç. loj. 



-K^.ï.K* 



B^i 



_JV 



B, 



3K*iiK 



- 4 



- + 



4- •»- 
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•I- - 
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il. 



c- ;b- 



- «- 



ô^ 



B. 



r B^ c, JK-iK' 



rectangle de dimensions 4K. et 4^'» ^^^ diverses valeurs de u qui 
correspondent à une même valeur de la fonction en ii. 

Si II parcourt une des courbes renfermées dans le rectangle 
OABC ou dans le rectangle OA' B^C {Jig» ïo4), on voit aisément 

que, pour /> aigu, le point \h — z'-^ décrit la partie inférieure delà 
branche de droite de Thyperbole, c'est-à-dire que cn« est delà 

forme g- — ih^ . Pour Tangle obtus p -f- -» correspondant à la 

même hyperbole, y'i — z'^ décrit la partie supérieure de la même 
branche, el, par suite, cnu est de la forme g^ -h ih^. 

De Téquation cn(2K rb u) = — cm/, on conclut que, dans les 
quatre rectangles qui composent le rectangle BBj BiB"(yi^. io4)t 
les signes sont respectivement contraires à ceux des quatre rec- 
tangles qui composent Biy, B'B«. 

L'équalioncn(aiK'± m) = — cnu montre qu'il en est de même 
pour les rectangles qui composent B Bj B4 B', et que les signes, 
dans le rectangle B B^'B"* B3, sont les mêmes que dans B K, B'B|. 

On voit que cnw, comme snu, parcourt la série complète de ses 
valeurs dans l'étendue d'un rectangle de dimensions 4 K. et 2R', 
et que, dans deux de ces rectangles composant un rectangle de 
dimensions ^K et4K.', les valeurs égales sont disposées symélri- 
qucment par rapport au centre B de ce dernier rectangle. 
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1294. Des propriélés des fonctions snuy cnii résultent immé- 
diatement celles de leur quotient, qui forme une nouvelle fonction 
elliptique, analogue à la tangente circulaire : 

z sn // 



)/i — z^ 



z=z- = tang am w = tn 1/ = 



ciiu 



Les valeurs de u pour lesquelles la fonction tn u reprend la même 
valeur sont celles pour lesquelles les deux fonctions snu, cn« 
reprennent des valeurs respectives soit égales et de même signe, 
soit égales et de signe contraire. 

Or on a [1289 et 1292] 

snu = sn[2mK-h a/«K'-t-(— i )'""], 

• 
le signe ±, dans la dernière formule, pouvant être choisi à volonté. 
En discutant les formes communes aux valeurs générales des arcs 
correspondants à -f-sna et à-f-cnw, ou à — snu et — cnw, on 
trouvera, pour la formule générale des arcs qui répondent à une 
même valeur de tni/, 

tnu = tn[2/?2K4-2«/K.'-f- (— i)"«]. 

On a, de plus, 

tn( — u) = — tn«, 

tno =:tn(2/«KH- 2/î/K') = o, 

tnK = tn[(2/?i 4-i)K-h2/î/K'] = (X> , 

tn(±/K')= lim ^"^ = lim ~' =-^>. 

tn(K-i-iK') = ln[(2/n4-i)K+(a/i + i)iK']=^- 
1293. Il nous reste à étudier la fonction 



y I — X* 3* = A ani 1/ = dn //. 

On démontrera, absolument comme on Ta fait pour la fonction 
cm/, que dnw est une fonction uniforme de u dans toute Tétendue 
du plan. On a ensuite, à cause de la symétrie, 

dn( — tt) = 4- dnw. 
Pour déterminer maintenant la périodicité de dn«, remarquons 
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([uc les valeurs de i£ qui font reprendre à dnu une même \alour 
dn/io doivent être comprises dans celles que donne la formule 

« = 2/?iK ^ 2IÎ/K' db (— i)"»//^ 

ri pour lesquelles sn^w = sn^a©. La première s'obtient en faisant 
précéder le chemin C, qui donne la valeur Uo, du parcours alter- 

Dutif des deux contours élémentaires (-I-t)» { — t)> répété n fois, 

plus du parcours alternatif des deux contours élémentaires (-+-1)» 

^ — 1), répété m — n fois. Donc le radical ^i — k- z- aura changé 
n fois de signe, et, par suite, il aura été multiplié par ( — iV'; on 
aura donc 

dn[2wK4-?.///K'zr: — i)'"tfy] == (— i)"dn ;d: Wo) = (— i)"dn«o, 

t)u, phis simplement, 

dii(2/;iK -+- 9.^1/K'zb u] ^~^[ — i)"dii«. 

Kn rcmpluçant tour à tour n par 2/1 et par 2/H- i, on en tirera 

dii[2//iK -\- 4"'K'db«) = dni/, 
dn[2//iK -h[^n -\- 2)/K'± w] =: — diî«. 

Kn particulier, 

ânu :=^ dn( — //) 

=^ dn(2K -h 1/) 

::^dn(4/R'-|-«) 

~— dn(2/K'H-i/;. 

La fonction dn/£ a donc pour périodes 2K et 4*K.'» 

I^orsque ^ et m parcourent Tun Taxe des x positifs, Tautre le 

<>hemin OABC {/ig- 101), de z = o ii z=-j ou de 11 = o à 

A 

// = K -h iR', y' i — k' Z' \arie de -\- i à zéro ; de r = - d z =-|- x , 



ou de w == R -i- /K' d u =-h i R', \/i — A- z'-^ est de la forme — i/r 
et varie de zéro à — 100 . De z = -h 00 à r =4-1» , 

^1 — A- z- =z — / ^z^ — I = — /do 

est multiplié par e' = /, et devient =-i- 00 . Donc on a 

dn o =: i , 

dn[K-i- /K') — o, 
dn £ K' ^ H- QO . 
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Sî z avait évité le point -f- 1 en passant'au-rfe.wo//^, on aurait eu, 

pour c =-7> ï/ = K — iK', et y^i — A ^;;^ aurait pris, au delà de ce 

point, des valeurs de la forme H- ih^. Dans ce cas, on aurait eu 

dn(K — /K') = o, dn(— /K) = — oo . 

Lorsque z décrit Taxe des^^ positifs, Axiu varie do 4- i à -h oo . 
Le long des axes négatifs, dnM= dn ( — il) reprendra les mêmes 
\aleurs que ci-dessus. 

Lorsque z décrit un chemin recliligne re^P^ y/i — h-z^ décrira 

la même hyperbole équilalère que y/i — :;- et se déplacera suivant 

l'une ou Tautre des deux branches, suivant que y i — k'^z- partira 
de O avec le signe -+- ou avec le signe — . 

On verra, comme pour la fonction cm/, que la distribution des 
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signes des valeurs de dnw dans chaque rectangle de dimensions 
aK et ^YJ. est indiquée par \^fig* io6. 

Ici, dnu parcourt deux fois la série complète de ses valeurs dans 
rinlérieur d'un rectangle de dimensions aK et ^i¥J . 
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CHAPITRE IV. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 



§1. 

RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES AUX TROIS FORMES 

NORMALES. 

1296. Disparition des puissances impaires de x sous le radical 
dans les intégrales elliptiques. — On donne le nom général AHntè- 
grales elliptiques à une classe de transcendantes provenant de 
rintégration des didérenti elles de la forme 

/'étant le symbole d'une fonction rationnelle, et 



/X = ^A.v* H- B.t* -h C' - -H l).r -4- E 



désignant la racine carrée d'un polynôme du quatrième ou du troi- 
sième degré, dans lequel on suppose que les coefficients A et B ne 
s'annulent pas à la fois et qu'il n'existe aucun diviseur carré de la 
forme [x — a)^; autrement, le polynôme sous le radical pourrait 
s'abaisser au second ou au premier degré, ce qui ramènerait au 
cas traité dans le n° 427. 

En raisonnant comme on l'a fait dans ce numéro, on voit facile- 
ment, quel que soit d'ailleurs le degré du polynôme sous le radical^ 
que le calcul de l'intégrale 

//(.rYx)./.r 

peut se ramener immédiatement au calcul d'intégrales de fonc- 
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lions rationnelles et d'intégrales de Tune des quatre formes 



/fïx Çx'^clx ^ fir r 



fie 



les exposants m et /i étant entiers et positifs. 

Occupons-nous, pour commencer, delà première de ces formes, 
qui est la plus simple, et cherchons à la transformer de manière à 
faire disparaître sous le radical les puissances impaires de la va- 
riable, comme nous l'avons fait au n** 428 pour le cas d'un poly- 
nôme du second degré. 

1297. Transformation du premier ordre, — Nous nous propo- 
serons d'abord, à l'aide d'une transformation rationnelle du pre- 
mier ordre, de la forme 

(I) .. = -^-*-''^ 



q'jr 



/fïx 
-4=î où X est un polynôme du qua- 
trième degré à coefficients réels, à une intégrale de la forme 



où 



^/Y = ^(i-j*)(i-/-V) 



est la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré ne conte- 
nant que des puissances paires de j, et cela de telle manière 
qu'aux valeurs réelles de l'une des variables Xjy correspondent 
dés valeurs réelles de l'autre. Nous verrons, de plus, que l'on peut 
toujours faire en sorte que k^ soit une constante positive et 
moindre que l'unité. 

Les deux différentielles— !r-î — --? étant égales entre elles pour 

VX msjX 

tout système de valeurs correspondantes de x et de j^, doivent de- 
venir infinies en même temps. Or les valeurs de x qui rendent 

—^ infini sont les racines 

^11 ^îi ^3> ^W 
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Je réqualion X = o, cl les infinis de -rm sont de même 

I I 

A A- 

Supposons que ces deux séries de valeurs se correspondent dans 
Tordre indiqué. 

I^a différence x — a^, devant s'évanouir en même temps 

que / "i- T ou que i -f- kjy aura, si la transformation est du pre- 

I ^ k >" 

niicr ordre, une expression de la forme bt — » et de même 

* I — iir 

pour les trois autres différences x — tf^, jc — ^3, a: — a^] 1 — nj 

représentant, à un facteur constant près, le dénominateur de la 

formule de transformation (i). On pourra donc poser 

/ .r - - /7, 1 -+- /• r .r — a. i — kr 

I I ■ ta 






.r — /7« I -h r .r — re. 



1 — 


tir 


I — 


- >• 

* 


1 — 


n y 



Si, dans les deux, formules de la première ligne, on fait d'une 
part x = «4, j^ = -I- j» de 1 autre j- = <7,, j* = — 7;, et que, pour 
ai)réger, on pose généralement 

; .5 ) a.^ — a^, = axj,, ddù a.^^ = — a^^^ 

Télimination des constantes i|, b^ donnera les égalités 

, , > X — *7, /• — // I -I- Âr ,r — a^ A -h n 1 — ky 

( .'^ ] zn ■'— > izz — • 

Les deux formules de la seconde ligne donneront de même 

.r — rtj I — n 1 -h >• .r — <?., 1 -h /i I — y 

''13 -4 I — té y «3, i I — ny 

Des formules (5) on tire d'abord, par addition, à cause de 

... n^-\-a^ ft^ — /7, Y — ^ 

o: .r =^ -I — — • 

"?. '2 1 — nj 
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On en tire ensuite, par division, 



/!• I — // I -i- r 



a^^ x I -4- // I — X 
En faisant tour à tour, dans cette dernière équation, 



r=zai, j'^— jj 



l"" 


•r — «4» 


:> — 


on aura 








<7,, I /Il /• 


^14 




fl|j I -h /l I -f- X- ' 


«U 



I — n I -f- ^ 



I -I- /i I — A- 
Ces deux égalités donnent, par multiplication et par division, 

\l-f-A7 <ÏU«J4' V+''/ «J3«3/ 

En posant maintenant 

(8) // = v'«i,rtn» «" = V'^^u^t*, 



on aura 



I — h m" I — n n 



7» ■ . .. — "7> 



d'où 



-h A" /« I -h « /' 



m — m n' — rt 



(9' ^-/yr^i-^' "-„'+„- 

Si l'on différentie l'une des formules (4), puis l'une des for- 
mules (5), on aura 

dx h^ — jv* €ly dx ï — /i* dy 

d'où, en multipliant membre à membre, 

,/.r« _ f I — w« 1 ( /» — /?« ) ^>'« 
^u^i3 ~^ 4^* (i — '«J? 
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On a d*ailleurs 

] 






Des deux dernières équations on tire, par division, 

, , //.ri fir 

lo) -^ = j-=f 

en posant 

ou encore, en remarquant que Ton a identiquement 
(la) w'*— '/'"*= «ii«n — «ij«n=<'u«Mi 



d'où 

(•3) 

l'4) 
On 


a 


enfin 


m' 


m' 


/' — 


w"» 


«,*«« 
/-+-iii" 


)• 




m' 


ni 
1 — 


H- m")* (/J 

2 

j 4 /«'m*' 


• 


d'où 


(/«'-+-//*" 

\ 


/' 




(.5) 


9. y/ m m" 

• — • 





1298. Cherchons maintenant comment les formules que nous 
venons d'établir devront être modifiées suivant la nature des ra- 
cines ai, At, ^3, a^ et suivant les valeurs attribuées à la variable x, 
de telle sorte que les formules de transformation aient une forme 

réelle pour les valeurs réelles de— t-» et que A^ soit positif et 

moindre que l'unité. 

Si nous supposons réels tous les coefficients du polj^nôme X, 
il pourra, relativement aux racines de ce polynôme, se présenter 
trois cas : 

1® Les racines seront toutes réelles. 
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a^ Deux seront réelles et les deux autres complexes, 
3^ Les quatre racines seront complexes. 

Premier cas. — Les racines étant toutes réelles, supposons que 
Ton ait 

Pour que le radical 

V^ = V^A (x — n, , , .r — ri,) (.f — a^ ] [a: — rt. ) 

ait une valeur réelle, il faut, si A est positif, que x soit compris 
entre «, et a^, ou qu'il soit ou <^ «i on^a^, 

[a] A>0, «i<.r<r7j. 

Dans ce cas, les formules du numéro précédent satisferont 
toutes les conditions exig^écs. 

[S] A>o, .r<«i ou >r74. 

Pour passer des formules du cas précédent à celles du cas actuel, 
on devra changer respectivement, dans les formules du n*' 1S96, 

«1> ^11 «3> ^4 

en 

r/3, r/4, rî,, flTj, 

et c'est à ces dernières valeurs de x que correspondront mainte- 
nant les valeurs dej^ 

Nous poserons, en conséquence, 

.r — #7, I -f- /» I — y .r — /r.^ i — n \ — >■ 



i //• /• -4- /t I — X r jr — rtfj / — /« I ^ ^ ^ 

et, en remarquant que, x — «, et x — «4 devant être de même 
signe, ainsi que 1 — y et 1 +j) , tandis que rt.j et /in sont àv 

H. — Cowrj </r Cah, injînit,, IV. ri 
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signes contraires, il en résulte que i-hn et i — n doivent être 
aussi de signes contraires, on aura, au lieu des formules (6) à (9), 

«i -h /Fi /?v — fl| n — r 

.r= 1 : — 9 

a ai — fij- 



«'= yJOit''\%y ""= V^t*^»4» 



I — k tfi n — I n 



./» , . , — Z7* 



I -h X tn /i -h I n 

A z=: — ; -y n :=: — -rf 

//l'-h m' /l'— il* 

les iormules (10) à (i4) restant les mêmes. 

[7] A<o, /?!<*<«,. 

On changera, dans les formules du n^ 1297, 

^n ^t» ^19 ^k 
cil 

''4» «1» <»îi ^a» 

auxquels correspondront les valeurs de j^ 



-T -'•+•' +r 



On aura alors 



m 



J- — h 

2 


«* — ^! r — " 
2 I — /îj 






- * /— ^"\*-" 


- ./ -A-'-^-^ 



les formules (9), (10), (i4) restant les mêmes. 

[0] A<o, <i,<.r<<i4. 
On changera, dans les formules du n° 1297, 

• ' ^1» ^8» «8, ^4 
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en 

^ît <»3i ^*» ^1> 

auxquels correspondront 



Alors 









I 

r 


— 


-«» 


-f- I 


1 






X 




21 


-f- 


^» 


-4- 


^4 — 


«a J — 


/? 


» 



2 i—nx 



les autres formules étant les mêmes qu'au numéro précédent. 

1299. Deuxième cas. — Supposons maintenant que Téqua- 
tien K = G ait deux racines réelles aj, ^4, où 

et deux racines complexes (conjuguées) 

«,= §' — i/t, a^=g 4- ///, 

A étant positif. On aura à considérer les cas suivants : 

[f] A<Co, £7,<ar<^4. 

Supposons qu'aux valeurs de x 

««1 ^11 «4> «a 
correspondent les valeurs dej^ 

-T -•• -^■' +r 

On remplacera, dans les formules du n^ 1296, 

^i> ^î» ^»» ^4 
par 

*t» ^1» <»4» 'ï»» 

II. 
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et Ton fera 

.-r — a, I — n i-4-r x — n. i-h/i i — v 



I ■ r« « —I— r •• '«j 



jr — a^ k — w I -h X »• .r — #îj k ^ n \ — X- >' 
«,, a X I — tiY a,2 -2 X I — nj 

d'oii l'on tirera, comme au n^ 1297, 

/X — iy_ ay^a^y, / ' — *y y __ «lî^ïi 

Si Ton pose maintenant 



V7 7 =7» — - =^. 

2 



on en tirera 

/w'-hw" I «'— /i^ v'— 7" 

m' — /Ai" /tailfçO' /l'H- /i" y'-+- y" 

li vient ensuite 

a^-^ffi a^ — a, y — n 

X =z h - -: 9 

1 2 1 — ny 

fir^ _ f — /,*:'X*— /îM rtTv» 

T. » 



^/»t« 



14 '♦îa 



4 A- (, — ,/j.)* 






d'où 

dx^ 4 X dr 



A cause de l'identité (la) 

il vient 

4X- _ I 

- — — — — — ____ i^— « 

Ani^/r,, — Ay'sin'ô 
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V 



Donc 



d.r I dy 



Pour ramener la différentielle du second membre à une dîffércn- 
lielle de même forme dans laquelle la quantité analogue à A^ soit 
positive et <^ I, posons 

d'où 

dy dz 





v'I.-, 


r*)ii- 


-XV-*) 


V'i- 


■k^ 


v/f,- 


3*](,-^ 


X*Z«j 


«•Il 


faisant 




•/*==: 


— /* 




cos* Ô. 








1 A* 




On 


aura donc 




















d.r 


1 






^« 







La transformation revient ainsi à poser 

z = siiiy, d'où J^' =^ — cosy, 



/7i -+- rtr, /7j — /ï, /î-f-OOS® 
.r rrz — -• 9 



ce qui donne 



[2^] A>o, .r<;flj ou ><74. 
On remplacera, dans les formules du n® 1297^ 

^1» ^î> ^3> ^4 

par 

«3» ^'4» ^\y «î* 

correspondant aux valeurs dej^'- 

I 1 

Les expressions de m', m", n', ti" restant les mêmes que dans le 
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cas précédent (t), on aura 



, m'— m' ^ y" — -/ 

/: = -— -z=itAn^$, /i = __--, 



4it ^/»* 



En remarquant que Ton a 



ik 1 




A^^u^ji A7*cos*ô' 




1 ffr 





il viendra 

Si Ton fait maintenant 

. _ A» 

r = — V " — «S «*= :^ Tî = sin*9, 

I -^ A 

on en tirera 

fi.r I eiz 



v/X 7v/A v/(i — «*)vi — ^•*-') 
La transformation revient ainsi, pour z = sinf , à poser 

/7j -4- «I rr^ — <?, /i -+- cosy 

2 2 1-+- /ICOSy 

ce qui donne 



^X 7^A V'' — x'sin*y 

1300. Troisième cas. — Les quatre racines ai, a2y aj^-a^ sont 
complexes, et A est nécessairement positif. Posons 

«1 = ^1 — i^ii «*= ^i + '^'i> 
«j =: ^, -- «7/„ «3 = g', + /^„ 

et soit, comme au n^ 129(5, 

.r — r/, /r — /i î -h ^'.r x — /i^ A -{- n i — X* r 
r/jv 2 A: j — /i^ r/41 2/- I — //j^ 

.r — rt, I — « ' -+-.V -^ — ''j I -»- // I — Y 

aj3 "" 2 I— «j' «jj "~ 2 I — «/ 
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On en déduira, comme précédemment. 






14 
S4 



et, en posant 



"4J — /^ » "li — /^ » 
«13 — 7 e* , «43 — / e , 

9*9 U * iÊ9 



il viendra 

/• = ^-; — --» 'ï = -? Ti = /tango. 

On a ensuite 

«3 4- «, «3 — rt, r — w 



rf^' _ sec* ô ( A* -+- tang* ô ) r/j* 



T » 



^_^ séc'i9(X'4-tang'e) (i —j^'jfi -■ X^r') 
d^où, en faisant 

et remarquant que A|i|a23:= — ^Ii\1H} 






Soit maintenant 

2 = tang©, d'où dzr=i — ^, 14-2*= -,-: 

ces* y COS.9> 

les formules de transformation deviendront 

, tango — tangd 
^ ' 1 + tangî» tango *" « bvr yr 

v^x V A//i>^, ^côs*7~-4-x*8iu2î» "" V A//,//, ^T^r^'ï^iiïr^' 
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OÙ 



». * 



13U1. Si mainlenant X est un polynôme du troisième degré, on 
ourra le considérer comme la limite du polynôme 

X — A (<f, — x] («',— x) («,— x) («4 — .r) 

— kaja^ — x] [a^ — jr] («,— .r) f i — ^ j , 

dans lequel on aura remplacé Aai par Â, puis fait tendre a^ vers 
rinfini. 

Premier vas, — Supposons les racines «i, rtj, /îj réelles et 

«i<«t<''j- 

[a] A>o, <f,<j<if,. 

On prendra les formules du n" 1297, en y faisant «4= » , ce 
qui donne 

I -h X V «u* 1-1- « V <'»»' 



/ =r/îr= 



^fl„-f v«„ 



^.r 1 r/r 




' — ~~, — ' 


m 


V'X '" v^Y 





»3-4-«i , a^ — ^t r — ^ 



[?] A>o, — GO . . .j:. . .^1. 
En faisant at= 00 dans les formules (|3) du n^ 1296, on a 






d'où 
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/ »— .r 



I -hX 



dr I ^/r 

— — m — --— > m 



2 V /• 



On trouve 



d'où 



[7] A<Co, <''i <•*'<«:• 



I -f- / V «13 I — // ' 



.r z= 1 — , 

2 2 I -+- A r 

r/.r I dy I -/ . , 

VX '" \Y 



[(?] A<o, rt3<.r<H-oo. 
On aura alors 

-r-i/ , n = \. 



.r =r «3 -t- Vflu^'w ^J-^:-^ ' 

d.r I r/r , . / , , 

VX "' vY 

Deuxième cas, — [^a racine «i est réelle; «2 et «3 sonl coin 
plexes : 



[î] A<;o, «1 <[ r <; -h Qo 

En opérant comme au n" 1299, on trouvera 
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d'où, en posant «12 = ye"^'^, rt,3 = ye*'«, il vient 



/= -1-. 



/ tang $ 
On a ensuite 

. /- ' -^x I -♦- r 

.r = ff, -h v«ii«u = «I -+- 7 » 



En posant 



on aura 



-]= = j^f m=:V— Ay.sinÔ. 



J = — V I — ^*y * = cos9, 
ff.r I ^3 



IJonc, en faisant 

5=i:Siny, d où X = rt, + y T, 

I H- cosy 
on en tirera 

VX v'-" A7 ^i — x^sin'y 

[t] A>o, — QO<.r<«,. 

On trouvera de même 



d'où 



\/H-i; «j,' '^ '' 



X = rt, — y , 

V^X '« V^Y V ^ » 

ou, en posant j' = — coscp, x=:cosO, 

I -h cos» <lr I //« 



= «I — 7 



"-^^>sy yX Va 7 v/i-»«sin« 



? 



1302. Transformation du second ordre, — Dans le cas où les 
quatre racines n,, «3, a,, a^ sont réelles, on peut obtenir des for- 
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mules un peu plus simples en employant la transformation du 
second ordre, qui consiste à établir une relation du premier degré 
«ntre à: et le carré 

•de la variable y qui doit remplacer x. 
Si Ton pose^*= .ç, la difTérentielle 



y/Y )/[i-j''){i-^'j') 

prend la forme 



ds Hs 



(Ïjs 
Cherchons à ramener la différentielle —= à la forme 



>/x 



I fis 



en établissant une relation rationnelle du premier degré entre x 
€t s=zy^=, sin^ç. 

Supposons d'abord le polynôme X du quatrième degré. 

[I] A<;o, ^i<C'2^<C^2« 
Aux valeurs 

qui rendent ■— infini, faisons correspondre les valeurs 



.fr=:0, f, 71 00 

A- 



On pourra poser alors 



s .r — Ox I — s .1 a^ I — X',ç .r — a^ 

ùi X — a»^ b^ X — fl^ ^j X — «4 

-d'où, en faisant 5 = 1, puis 5=0, on a 
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el par suite 



s 



7^ ) I — S zr: ) I — AS =^ 



(-.a dernière de ces équations donne, en faisant 5 = 1, x = a* 
d*où, en \erlu de Tidentilé ai^a^k — ^14^23= ^is^si? 



«lî^SV 



<»IJ^»V 



quantité évidemment positive et <^ 1 si l'on suppose 

el par suite x et .v croissant dans le même sens. On a alors 





_ ^i^ïV-+-^4'^H* 


puis 






(l.r as. 




«I4«Î4 


Donc 






^ /Fj, X ^, /?v, .r ^, /i^, .r /î, 








r/,, x — r/4 r/„ X — a^ </ji x — u^ 




«îv^n t'' ^iM'^ ^i[' ^.0 




«ît'^Ji l'^— «4)* 




/!*;«',; X 




«ïî^'ij A;x fli)^ 


el par suite 


^'/.r î ds 

. — ^______ - ■■■ • 



r/.r 

La différent IcUe -^ sera donc ramenée A la forme 

'« Vi — /*siu*ç* 
si Ton pose 



;»« 



^,<7jv-+- ^jrt'uSin'^ 



r = ^ , m = V — A.<i„flr,;, 
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[II] A<o, <i,<j:<<î*. 

Pour que la transformation soit réelle, il faut qu'aux valeurs 
de X comprises entre a^ et a^ correspondent des valeurs réelles 
de ç, et par suite que .v = sin'cp soit compris enlre o et -i- i. Il 
faut donc qu'à 



on fasse correspondre 



*=i:o, I, -r» 00. 



On devra donc changer, dans les formules précédentes, les indices 

ï, 2i 3, 4 
en 

3, 4» '> 2, 

ce qui donne les mêmes valeurs de k^, f/'-^ m que précédcmmonl, 
avec la valeur 



[III] A t= o, .r<^û| ou ]>• «4. 

Il faudra changer, dans les formules [1], les indices 

i, i, 3, 4 
4i '» ^1 3, 



en 



d'où 






^i^n— ^s'^ivSÎ"*? 






[IV] A>o, ^/,<-c<«3 

On changera les indices 

I. ^, 3, 4 
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de [I] en 

2, 3, 4» «. 

ce qui donnera pour Â*^, A'*, m les mêmes valeurs que dans [III], 

avec 

«i^M— /y|/7„sin*y 

1303. Dans le cas où X est du troisième degré et égal à 

il sufïira de faire dans les formules précédentes les mêmes change- 
ments que pour passer des formules du n° 1296 à celles du n'^lSOO, 
ce qui donnera les formules suivantes : 

[I] A<0 , a,<x</?,. 

X = fl, -h a||Sin'«. 



[Il] A<o, /i5<J:<-4-». 

Mômes valeurs de A^, A:'*, m que pour [I]; 



a^ — <i, sin* g> 

X ; ' 

I — sin' f 



[III] A>o, — oo<x<fli. 



''IJ «IS 



X nz A, — . • 



* sin*y 

[IV] A>o, ^?,<x<«,. 

Mêmes valeurs de A^, Â'^, m que pour [IIIj; 

^•'^la — ^i^'î» »in*i> 
'«18 — <»i»8in'^ 



17^ 



REDUCTION DE l'iNTÉGRALE fF{x^^)(ix. 

1304. Réduction de l'intégrale JY{x^ yj\)dx aux trois 
formes normales. — On commencera, en opérant comme au 

n* 427, par mettre l'expression différentielle F(a:, yJlCjdx sous 
la forme 



['■'"-^^] 



dx^ 



9i [x) etft(x) étant des fonctions rationnelles dex. Nous n'aurons 
à nous occuper que de la partie — ^=r- dx. 

Si la transformation du second ordre est applicable [4302], 
«lie ramènera immédiatement cette différentielle à la forme 



f étant le signe d'une fonction rationnelle , et A9 désignant le 

radical yji — A'-'sin-©. 

La transformation du premier ordre ramènera la même expres- 
sion à la forme • 

y représentant une des trois quantités sinf , costp, tang^. La fonc- 
tion rationnelle fXj) pourra se mettre successivement sous les 
diverses formes 



r ^ - Xt (r ] _ ^1 ^-^ ) - H v^% ( r«) _ eoi ( r' ) 4- r g», ( r' ) 



x*' X>) ^*' * '* <lésignant des fonctions rationnelles et entières. La 
fonction se trouve ainsi décomposée en une fonction paire de y et 
une fonction impaire de la formej'cr(^^). 

Cette dernière fonction, étant multipliée par — ? donnera une 
différentielle qui s'intégrera par arcs de cercle et par logarithmes 
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[427 et siilv.], en posant, 
pour r=rsin», 2=:co8», d ou ci')'j^ — - ^= — ir «*;--. 1 

|)ourj = ros9, z = sin9, clNm w'^'î^ — ^= n 1 2- ) — — ^ 

|H)ur ) = tiine», z=:cos», ci ou bt v*; — - :=rz — ni r — ) — 

n désignant une fonction rationnelle. 

La fonction paire Aey peut, dans les trois cas, se mettre sous la 
forme d'une fonction rationnelle de sin-o. On est donc toujours 
ramené à une difTcrcntielle de la forme 

Par la décomposition en fractions simples, cette fonction pro- 
duira des termes compris dans les quatre formes suivantes, 

A (if A (iy A sin''* • dy A fh 

» '■ — - < 



ly (I -H // sin**j Ay Ay . I 4- // sin*y)'^ Ay 

A, n étant des constantes quelconques, et/;, // des exposants entiers 
qne nous pourrons ramener à Tunité. 

1305. I. Considérons l'intégrale 



v,==r '- 

'' J (1 -i- //sin*yj''A» 



Si Ton différentie l'expression 

sînvcoso» A9 
(1 + /îsin'yj'^-*' 

en posant, pour un instant, 

I -4- /isLn*y = ♦, q — i7=r^ 

la dérivée de cette expression sera 
-7:;r,-— j*[(cos*» — sin'y) A* y — X-'sin*y cos*y] — 2/7i sin'ycos'^A'oj 
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En ordonnant suivant les puissances de 

I--* 



t= = — sin*©, 

n 



la quantité entre parenthèses devient, après quelques réductions 
faciles, 



Si Ton multiplie maintenant par ^^ ■ > on aura, en intégrant et 
rétablissant les notations primitives, la formule de réduction 

sin^ cos^ A^ 

(i-h/isin'y)^-'* 

Cette formule permettra d'abaisser l'indice q de V^ tant que 
cet indice sera supérieur à Tunité. Alors les intégrales V^ , V^_i , . . . , 
Va se trouveront exprimées au moyen de fonctions rationnelles de 
sin^, cos^y Acp, et au moyen des intégrales 

y _ r 'ff 

* J [i -\- n sia* f ) àf 



-•=/?, -/^ 



d(f 



dont la première forme une transcendante spéciale, tandis que les 
deux autres appartiennent à des classes de transcendantes plus 
simples. 

H.— Cours de Cale, in fin., IV. fx 
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1306. La formule de réduclion que nous venons d*établir se 
simplifie : 

1** Dans le cas où Ton a 



— -,- 
cos*' 



ce qui donne, en changeant ^ en </ + i, 

~ cos*^~"* y 



-(ay-3;x«V,_, 



formule qui permet d'exprimer V^, V^.i, ...,V| au moyen de» 



deux intégrales 



J ^? J A? 



-» 

? 



et de fonctions rationnelles de sincp, cos*^, A'p. 
2" Dans le cas où Ton a 

ce qui donne la formule 

en vertu de laquelle on exprimera V^, V^_i , . . . , Vj au mojen des 
deux intégrales Vo, V_i et de fonctions rationnelles de sîncp, 
cos^, A(p. 

13U7. II. En diflfércntlant de même l'expression 
et intégrant de nouveau, on aura, pour l'intégrale 



„,=/s 



la formule de réduction 

= siQ'''~'y cosy Ay, 
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qui permettra d'abaisser l'exposant/; jusqu'à la valeur i lorsqu'il 
est positif. 

Si p est négatif et = — y, on aura, en changeant q en q — a, 1» 
formule de réduction de l'intégrale 



Vf, 






savoir 



1308. Il est aisé de voir que les deux intégrales 



s'expriment immédiatement au moyen des deux intégrales 
On a, en effet, 

Donc, dans tous les cas possibles, l'intégrale fF{xy^K)dx 
pourra s'exprimer au moyen des fonctions algébriques, logarith- 
miques et circulaires, et des trois transcendantes 

Jo ^?' Jo ^^ ^' Jo (i-H./sinV)Ay' 

auxquelles on a donné les noms d'intégrales elliptiques de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce. 

L'intégrale de première espèce, que Legendre a représentée par 
le symbole 



12 
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dépend à la fois de sa limite sapérieure 9, qu'on appelle V ampli- 
tudcj et de la constante Ar, qui est dite le module. Nous nous dis- 
penserons d'écrire le module toutes les fois qu'il sera désigné par 
la lettre h\ s'il est représenté par un autre signe, par la lettre / par 
exemple, nous le mettrons en évidence, en écrivant 






) 



La même convention s'appliquera aux autres intégrales elliptiques 
et généralement à toutes les fonctions de l'argument et du module. 
L'intégrale de deuxième espèce est désignée, suivant la notation 
de Legendre, par 

expression qui représente la longueur de l'arc d'ellipse [746, 1]. 

Enfin l'intégrale de troisième espèce est représentée par le 
symbole 

II V /f =: I 

Elle dépend de trois quantités : l'amplitude f , le module k et le 
paramètre n. 

Depuis les travaux d'Abel et de Jacobi, on rapporte générale- 
ment toutes les fonctions elliptiques à l'intégrale de première espèce, 
considérée comme variable indépendante. En posant 



"=''"=i'"; 



nous avons vu que les quantités 9, sin9, . . . sont représentées, en 
fonction de u, par les notations am», snu, .... 

A cause de df = dnudu^ l'intégrale de deuxième espèce peut 
se mettre sous la forme 



Afdf =■ 1 dDrudu, 

t/O 



en la considérant comme une fonction de u. Pour éviter toute con- 
fusion avec la notation de Legendre, nous la représenterons, avec 
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Gudermaniiy par 

eltt. 

Enfin l'intégrale de troisième espèce peut se mettre sous la 
forme 

« du 



X 



Q i -h /i sn* « 



§ n. 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

1309. Nous avons vu dans le Chapitre précédent que, si roi> 
pose 

dz Çf dff 

Tangle îp = arcsin? est dit Y amplitude de la variable «, 

y = am tf , 

> 

et que les diverses ybnc«io7z.ç circulaires de celte amplitude, 

siny, cos^f A3», tang9>, 

sont dites les fonctions ellipliques de la variable «, 

snu, cntt, dnu, tni/. 

Ces notations supposent que le module de ces fonctions soit 

la quantité désignée par la lettre h. Si le module était représenté 

par une autre lettre, / par exemple, on le mettrait en évidence en 

écrivant 

am(i<,/], sn(^/,/), .... 

Si /est égal au module complémentaire 



alors, au lieu de am(/i, V), sn(a, V), . . ., nous écrirons simple- 
ment 

am'tf, sn'tf, cn'«, dii'w, tn'w. 
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L'intégrale Uy suivant qu^on la considère comme fonction de 
{^amplitude f y de sincf = snii = z, de cosf = cnu = Zi, etc., se 
représente par les notations 

u =r urgam f ^= arg sii z =^ arg en Tj =: . . . . 

1310. On a entre les fonctions elliptiques d^un même argu- 
ment u les relations 



(0 



/ sn* « -I- en' « r= i , 
Â * su' u -t- <ln* « =1: I , 
dn»« — A»cn*« = X'*, 
sn it 



ln« = 



cnu 



De l'égalité 



eif =: If . du, OU rfara u =z dau tlu 



et des relations précédentes on tire les formules 

[ Draina = dn/<, D„sn£/ = cnttdnu, D„cntt = — sQudnr/, 
>; I _ . .- _ dnn 



D,.dntt= — X'snttcna, D„tn«=: — r- 

cn'« 



Si Ton fait tour à tour 



/ = am//, sni/y cnK, dntf, tni/, 
l'argument elliptique u se présentera sous les diverses formes 



(3) 



arg a nu = 



argsnr = 



/ arg en f = 



\ 






argdnr = 



argtnr = 



*/o V^i — /*sin*/ 

Jo v^.-f»)(i-X-V)' 

r^ dt 



PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. l83 

D'après ce que nous avons vu, 

( amtfy sni/, inn sont des fonctions impaires de tf, 

' 4 ) 1 

( cnxi, dni/, des fonctions paires, 

les premières s^annulant et les secondes devenant égales à Tunilé 
pour M = (). 

Pour IX = K, on a 



'51 amK=-» 8nK=i:i, cnK = o, daK = X', tnK = oo. 

2 



Si le moduleÂ'=sin5 se réduit à zéro, on a 

,^ ( e = o, k'=COS0-ï, K=-, K'=:x, 

\ amwi=r/i = y, sna=:sin«, cni/r^cosi/, dnM = i, tna=:tang//. 

Si A" devient égal à l'unité, on aura alors 

k'—o, 6z=-, Ki=30, K'= -, w = logtang(5^ +,7), 

2 a \2 4/ 

I TT 

(5) ^ y = am(tf, 1) = Amhi/ = aarctangc" , 

snu =iThuy cnu = dau = -, — 9 tnuz=Shn. 

Chu 



1311. De la discussion relative à la périodicité des fonctions 
elliptiques [1289 à 1295] il résulte que, si Ton suppose 

tt m l/^-f- 2WK4- 2rtiK', 

on aura 
i\muz=z (mzh/iJTT + ( — i)'"amMo, 
(8) / sna z= [ — ij'^snwot 

cni£ = ( — i) '"■*■'• en «0» 
dn« = (— ij^dni/g, 
tnw =: ( — ij^lni/p. 
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Si Ton suppose u égal à une somme de multiples pairs ou im- 
pairs de K et de iK', on aura le Tableau de valeurs suivant : 



u 


SDH 


cnn 


dnu 


tna 


2mK-h2nîK' 

(•jm-4-i)K-Hart«K' 
amK-»-(a/i-hi)iK' 

(2/lt-Hl)KH-(2/l-+-l)lK' 




'-'y 

00 

r 0- 


o 

00 


(-.)■*' 

oo 
o 




00 

A' 



13i2. Théorème d'addition des Jonctions elliptiques. — Nous 
avons déjà démontré au n° 827 la relation qui existe entre les fonc- 
tions elliptiques de deux arguments u, \f et celles de leur 
somme u -\- v. L'importance de ce théorème nous engage à en 
donner encore une autre démonstration très-simple, due à 
M. Darboux. 

L'argument u et la fonction a: = sn a sont liés par Téquation 



(9) 



( 



^)'=('---*)('-'«-'-^';=x. 



qui donne, parla différentiation, 



d'où 



fix d}x 
du du} 



flr 



^.-:ni----['-^'^'''^^'-')T.^ 



du 



d}. 



r 



du^ 



= — X ( I -t- X' — 2 A* j • ) . 



Pour une autre valeur ^^ de la même fonction, on aura de même 



(") 



(12) 



(|)*=(.-.-')(-*V) = Y. 






du 



j = -j(i + x'-2XV). 
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Les équations (lo)et(ia) donnent 

(,3) r^ — x^=2>t*xv(.r»-r«l. 

On tire, de plus, des équations (9) et (11), 

En divisant Tune par l'autre les équations (i3) et (14)7 îl vienl 



en mu 



Itipliant de part et d'autre par [f-j — '"•^7" ) ^"' ^" ^^ ^"'^' 



^ du du j 2 k^ xyd ( xy ) 



dx dy I — lî^x^y 

du ' du 

d'où, en intégrant, 

C étant une constante arbitraire. 

Or, si y ( a) est la fonction de 11 à laquelle x doit être égal en vertu 
de l'équation (9), les relations [827, IV] 

montrent que les deux inléerales / — ^> / -7- doivent avoir 

une somme constante a, d'où il résulte que j" = 'Y(a — u). On a 
donc, en vertu de (i5). 
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Si l'on suppose maintenaDl u == o, d'où ç(tt) =x=o, ^'(«)=ri, 
il vient, pour valeur de la constanle arbitraire. 

Si donc on pose a — u = ^, l'équation deviendra 

-: '- ^ — '—^- =9 « -h «• 

I — A- V tt - -^ r / 

OU enfîn, en remplaçant la notalion o par sn et remarquant que 
^'•w; = ^ I — sn-// I — A-sn-//y = cni/dnw, 

sn K en r cin r -4- sn v en n dn « 






I — A* sn'«sn*p 



4313. On peut encore obtenir autrement cette formule et les 

formules analogues relatives aux autres fonctions elliptiques. 

Reprenons les équations trouvées au n" 827, V, où nous avons 

posé 

y = ;imtf, ;,r = amp, a = ani ^a -4- p) = ani«'. 

En mettant, dans les équations (i), [i), (3) de ce numéro, à la 
place de A, B, C leurs valeurs en fonction de a, il vient 

l —. sin '«/ — /. :^D„ '9 -f- y\ 

17) * At-4- I . , , ^ , , 

(At — i] cos^y — /) — (At -h i) cos(9 4- x) -4- acoso-^:: o. 
En vertu des relations 

^ - A9 ^- - -^ - - Ay 

les deux premières de ces équations peuvent s'écrire 

( A(7 — I ) sin ( y — X) ~ ( -^^ — ^X) si" <^t 
(AT-f-i)sin(y-t-x) — (A<p-t-Ax)sin(r, 

d'où l'on tire 

sino-A^ =: sin3?cosx^<3' -+- sîn;^cosy, 

sinaA;^ = sin;^cosyAo- 4- siny cos^' 
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La Iroisièine relation (17) équivaut à celle-ci : 

coso" = cosy cos;^ — sinf sin^AT. 

En introduisant maintenant les arguments des fonctions ellip- 
tiques au lieu des amplitudes, les trois dernières équations 

deviennent 

I' sn H' dnu = sii u on (^ du cp + sn (^ en u, 
snri'dnp == sni'ciittdnri' -h snacnc, 
cncv r=cn«cn<» — sn^/siifdnfv. 

La relation 

«-+-!' Cl' = O 

pouvant s'écrire encore de deux autres manières, 

i' -h { — «') — ( — ft ) =: o, 
«' -4- ( — u) — (' =0, 

on pourra, des trois formules (18), en tirer six autres, en rempla- 
çant respectivement 



soit par 
soit par 



w, f, i\> 



'•> — •«'> — 'i 



«', — w, p. 



1314. Des deux premières équations (18) on lire 

sn* u cil* i' — sn* c en* u 



sn(i/ -h <•) =^ 



sn 1/ en p dn p — sn c en u dn /« 



En multipliant les deux termes de la fraction par la somme des 
termes dont le dénominateur est la différence, et exprimant cn^w, 
dn^i/, cn*t^, dn^ç* au moyen de sn^w, sn^Vy on retrouvera la for- 
mule (16). 

On obtiendra de même la formule 

, . . , . ànuànv — ^*sn// snrcm/cnt' 

19) dnftt-4-r)=: — . 

^ ^' ^ ' I — X*sn*ttsn*t' 

En portant cette valeur de dn(a+ v) dans Téquation (6), on 
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aura 

en K en f • — sn u sn p dn tf dn «» 



(20) cn(ii-hf)^= 



I — A'sn*!/ sn'i» 



En divisant Tune par l'autre les formules (i6) et (19), on en 
lire 

, V , . tn II dn p -f- tnpdntf 

21 tn'w-hp = ; — j 

* I — tni/ dup.tnpdn/< 

U. i. I j j snfw -f- r 

ipiiant les deux termes du rapport — \ — — 
■ '^'^ cn(u -h i' 

par la somme des termes dont le dénominateur est [a différence, 
et divisant haut et bas par i — k^ sn^ u sn^ r, 

, . , . sotf rnw dnp -h snpcnpdntf 

22 tn «-+-•• =-- ,- — ,- .;,— , ,- • 

cn'ttcirp — A-'sn' Il sn'p 

Enfin, Téquation (21) donne immédiatement 



f^^\ 



23) ain(« -f-i) ^ arctang(tnttdni') -+- arc tang(tni'dn 11). 



1315. En faisant, dans les formules précédentes, 11 = r, on a 
les formules pour la duplication de l'argument : 

2sn II en II dn II 
sa2ii — — - — , 

1 — A^sirii 

en' u — sn'« dn* n 

cn9.u = - — , — ; > 

I — A-'sn*ii 

i7Â) < , dn*i/ — ^*sn*£ieii*ii 

' ^' \ dn2« =z - -,v— r > 

1 — / * sn* u 

2 tn II dm/ 

tn 2 u = 



I — tn*« dn*ii 
1 ara 2 II = 2 arc tang [ tn u dn u ) . 

1316. Si dans les formules (16), (19), {^o), (21) on change i' 
en — V, on obtiendra les fonctions elliptiques de la diflérence « — i' 
des arguments. 

En combinant ensemble ces deux séries de formules, on en dé- 
duira les formules données par Jacobi au § 18 des Fundamenta. 
On a, par exemple, en faisant, pour abréger, 

u -^v:= Sy U — v=zty I — /•* sn* u sn' p = "W, 
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les relatioDs 

'W(sn* -f- sut) = 2sntf cnpdni', 
'W(sn5 — snt) = 2snp cnudni/y 
W(cn5-hcn/)= 2cni£cnp, 
W(cn.'P — cn^) = — isnusnvdnudm^ 
W(dn5-hdnr)= ^dniidiK^, 
"W(dn5 — dut) r-- — 2/-'sni/sn('cn</cn(', 
Wsnisnr rzz sn*« — sn*t', 

"Wcnscnt = cn*ii — sn*pdn*w, 

"Wdnjdn/ r:=dn'i/ — /*sn'i/sn*(», 

W(i — sn^sn/) z= en* Il 4- sn'rdn^a, 

2tni/dni' 

tn.V + Xnt := r— ; 77; j— > 

cn'j'(i — /• ' tira tn*i') 
etc. 

1317. Considérons les fondions de V argument complémen- 
taire K. — u. Nous les représenterons par les mêmes lettres que 
les fonctions correspondantes de Targument u, en ajoutant seule- 
ment à ces lettres la lettre c. Nous écrirons ainsi 

ani(K — «)n=amc«, sn(K — i/)i^snca, cn(K — w) = cnci/, etc. [*). 

En faisant, dans les formules des n"' 13i2 et 1314, u=:K et 
i' = — u, on aura 

cn« ^'snw - /' I 

snctt = -T — 9 cncu = —. » dnctt=i-T — * tncttnr:— « 

dnw dn« dnu A- inu 

amctt= - — arctang(^'tni*]. 

On tire de là les relations 

snc u cnc u snucnu 

dncu dntt 

dnu dnctt = = X', 

tn u tnc u 



(') Jacobi désigne ces mêmes fonctions par les notations 

coam u, sin coam u, cos coam u, elc. 



ou 
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snci/cncu Ar' dnc/i 

SRI/ en// dn'/< dm/ 



On conclut de ces formules que 



(26) 



( snc //y dncu sont des fonctions paires de i/, 
( cnci/, tncii sont des fonctions impaires de //, 



1318. D'après ce que nous avons vu aux n^* 1287, 1291, 1292, 
1294, les fonctions elliptiques, pour les valeurs o, K, iR', K±iK' 
de Targument u, prennent les valeurs indiquées dans le Tableau 
suivant : 



u 


911 /l 


en M 


dnii 


tu M 








I 


1 





K 


I 





A' 


OC 


iK' 


i<x 


-+-3C 


-f-ao 


I 




1 


a' 




• 

1 


KdziK' 













Â 


A 




A' 



En combinant ces valeurs avec les formules d'addition des 
n°' 1312 et 1314, on obtient les valeurs des fonctions elliptiques 
de Targument U pour chacune des valeurs mH-K, w-4-iK', 



u 


snU 


ciiU 


dnU 


tnU 


K-h K 

,,_j-Kh-iK' 


8110 u 

I 


— cnc M 
dn« k' 


dncu. 

I 


— tnc tt 

• 

do« 
1 idnisc 


A snu 

I 


l'A snu l'A eue a 

dncK A' 
l'A snc it l'A en u 


ilnu 

• 

* - — lA' tn u 


A sne u 


tnc u 


dncu A' 



» 



PROPRIETES DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. I91 

On peut vérifier directement ces formules en remarquant que 
l'on a 

Jp ^ i — ^ * sin' f 

Si Ton pose 

cos© 

SlUfi = -y 

on en tire 

/ * sin ^ cos f\ dff A" sin y rt^ 



cos^i chi =:.{ — Ay sinç> -h cosy 



Ay y A*y A'y 

d'où 

^nr— ^, K — W= r'*^, 

sin^, i=r sn(K — w). 

1319. Nous distinguerons, comme nous Tavons indiqué plus 
haut [1309], par un accent les fonctions elliptiques relatives an 

module complémentaire A'= ^ i — A^, et nous aurons ainsi 
am'tt = am(tt, A'), sn'w =:sn[//, A' ), .... 

Si Ton pose 

_ r^ dz 

on en conclura 

z=:snw. 

Changeons z en iz ; il viendra 



Jo ^[i — [i^)^][i-'^\iz)^\ Jo V^(i + z5)(i-f-A-'z*)' 

En comparant cette formule avec la dernière formule (3) du n«> 1310, 
on en conclura 



- = arg tn [z. A' h= - arg sn iz, 
i V ^ ' i 



Donc on a à la fois 



îz =• snw, z = tn -7» 
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d^où; en changeaut u en lu, 

^27) snitf = /in'i/. 

De même, dans la formule 

C* Hz 
axa cnz = « = — / 9 

changeons z en -; il viendra 






d'où Ton tire 



— = en «, z = cil - 

z i 



En cliangeanl donc n en 11/, on aura 

f 28 ) en m ^ — f— • 

^ ' en « 

Des formules (27) et (28) on tire immédiatement 
'20! tn/a = /sn'tt. 

Enfin, en changeant u en iu^ la formule (27) donne 

3o) dn^tt = V' -H / tn'*« = — r- = — r-t 

' en u snc a 

snc'« désignant sn(R' — u, A'). 

On peut encore vérifier cette formule comme il suit. Soil 

I dn«^ 

snca cn«' 
on en tire 

djr X-'* sn u 

du CQ* u 

D'ailleurs 
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partant, 

Cïi^ udf dy 

du z=z 



Donc, en changeant k en A^, on aura, pour j^ = — j- 9 



"=/• 



soc u 



Or on a, en supposant z = dnit, 

u=.^ r '- - -r '- 

= — i X l'argument dont la fonction — ; est égale à z. Par consé- 
quent, on a 

, u I , I dn'u 

dn — = ,— » ou cin iu = = 

i snc « snc'i/ 



en u 



Des formules que nous venons d'établir on déduirait aisément 
les valeurs des fonctions elliptiques de l'argument u ■+• iK! qui se 
trouvent dans le Tableau du numéro précédent. On a, en effet, 

sn (u + /K'] = sn / (K' — iu] = i tn'fK' — tu] = i Inc' iu = -— Vr- = 7-^ 1 
^ ' ^ ' ^ ' kXVLiu /*sna 

et de même pour les autres fonctions. 



§111. 

DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
EN SÉRIES DE FRACTIONS SIMPLES. 

1320. Nous avons établi, au n"* 1206, la formule 

la première intégrale se rapportant au contour de l'aire 3, les 
autres aux divers infinis c de la fonction y*(i/) contenus dans cette 
aire. 

Prenons pour 3i l'aire entourée par une courbe de dimensions 

H. — Court de Calcul infin,, IV. 1 3 
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infiniment g;randes et de forme quelconque, symétrique par rap- 
port à Torigine, mais ne passant par aucun des infinis de la fonc- 
tion, de sorte que fiy) ne devienne infinie en aucun point du 
conlour. Si Tintégrale 

31 '' 



L 



prise le long de cette courbe, a, en deux points diamétralement 
opposés, ses éléments égaux et de signes «contraires, alors cette 
intégrale sera nulle, et il en sera de même de Tintégrale 






y 



dont la valeur différera infiniment peu de celle de Tintégrale précé- 
dente [1211], si tous les points c sont situés à des distances finies 
de Torigine. Donc, dans ce cas, la valeur dey*(u) se réduira à 

c'est-à-dire à la somme des résidus de la fonction (u) relatifs aux 
infinis de cette fonction compris dans Tintérieur de Taire 3. 

Si les points c se rencontrent à des distances aussi grandes que 
l'on voudra de Toriginc, et que la première intégrale de la for- 
mule (i) ait toujours pour limite zéro lorsque tous les points du 
contour s^en vont à Tinfini, la formule (a) continuera à subsister. 

Nous avons déjà, dans le Chapitre II du Livre VI, appliqué cette 

formule au développement des fonctions sinii, tangu, coséca, ...: 

appliquons-la maintenant au développement des quatre fonctions 

elliptiques 

snu, en M, dnir, tn/f. 

1321. Supposons d'abord 

/( // ) ^ sn ff . 

Cette fonction étant impaire, l'intégrale i du, prise le long 

d'un contour infini, symétrique par rapport à l'origine, sera nulle. 
Les infinis c de la fonction snii sont compris [1289] dans la 
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formule # 

Le résidu de cette fonction snu, relatif à Tun de ces points, sera 

lim (u — c) : 

or, en posant 

\j = s -h c= s -+• 2/iiK -h (a/î + i)/K', 

on a [1289 et 1318] 

snu = (— i)'~sn(8 + /K')= ^ , — ^ -, 

^ ' ^ ' A- su c 

donc, lim — étant l'unité, la valeur cherchée sera 
sne 



hm ^-r— ^ -, —7-, 

1=0 ^snc u — s — 2mK. — j^2.n -i- ijiYJ 



m I 



^ « — 2 w K — [ 2 «H- I J K.' 

En conséquence, la formule (2) donne, pour m et n croissant 
TuD et Tautre à l'infini, 



" m 



/• ;^ -^ w — 2mK — (2// -l-i)/K' 

— « — 1 —m 

Si l'on suppose que l'aire ^ ait la forme d'un rectangle dont le 
centre soit l'origine des coordonnées et dont les côtés soient paral- 
lèles auK axes, on pourra d'abord sommer les termes qui se 
trouvent sur une même parallèle aux x, et calculer, pour n con- 
stant, l'expression 

-4- m 









en faisant, pour abréger, 

Or on a [1212] 

coséco: = lim ^^ -^ — 



•—m 

i3. 
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Si l'on pose mainlenanl 

c, = — ^, ïjU =i;« — (2/? -+- iI/tqK', 
2K ^ 

puis 

2K ' 

la somme précédente deviendra 

-»-m 

limiQ^^ ; — =:i;COSéc[jr — (2/l-hl]/ûl 

— m 

Donc 



sni/ 



-4-11 



lira 2 



X- ^^ sin[j: — [2 n -j- i]ip] 

— n — i 



1322. Considérons maintenant, en général, une série de la forme 



V=r 



.M siii(x — vip) 

v = 



j: et jO étant réels, et p positif. Le rapport de deux termes consé- 
cutifs 

sin ( .r — V iû ) __ e*?-»'' — <?-*?-'' _ i i — <r-î(>r»-/-r) 
sin[.r — (v-i-i)/p] "" cCv+i.^p+/> _ ^-(y+i)^ix — ^ 1 —ir-'U^+UpH-'-f] 

a pour limite correspondante à v = co la quantité — •• qui est 

moindre que l'unité. Donc la série est absolument convergente. Il 
en serait de même de la série 



2 



sin(x — v/p) 
—1 

Il résulte de là que les deux parties de la série 

l ^ 

sin [x — ( 2 /i -i- I ) ip] 

correspondantes l'une aux multiples positifs, Tautre aux multiples 
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négatifs de ip, sont toutes les deux séparément convergentes. On 
peut donc y remplacer les limites infiniment grandes — n — i et 
"h nde rindice par deux nombres infiniment grands quelconques, 
et écrire simplement 

;3) ^^" = 1^ 



k -^ sin [.r — [2,n — ' ] ' p] 



Si l'on groupe ensemble les termes contenant des multiples de i p 
égaux et de signes contraires, on aura, en remarquant que 



I I sin^cosa 

sin(.f — a) sin(j7-f-rt) cos2a — cos2j: 

et introduisant les fonctions hyperboliques, 

, V V3 . V^ Ch ( 2 /î -4- I ] p 

4 sn£/ = 7 smx > -— — ^ ^ '-^ • 

Al ^d Cn(4/Ï -T- 2J(3 COS2X 



Si Ton pose actuellement 
on aura 



Ch 



= 'Af''^^). 



vp 
' 2 



ce qui donne à la formule (4 ) la forme suivante : 

,;5) sn« = 4^sinxi 9^-^*'^-') 

' A' ^^ i — 2 7^""*'*coS2a: -t- 



1323. Pour arriver au développement de cnu, commençons par 
obtenir celui de la fonction impaire en (a — K)=y(u), dont les 
infinis sont [1292] 

/* — K= 2/?2K-f-(2/H- i)/K' 

ou 

U =r:(2/n-h l)K-i-(2/l -f- l)/K' = C. 

Le résidu relatif à Tun de ces points est 

,. , x/(y) |. e/[. + (2/n-M)K+(2/i-Hi)/K'] 

hm V — g ^ ' =zliin-;^-!^ i- '■—- — ^-p -T^r 

^ 'u — u u — c — (2/w4-i)K. — (2/H-i)iK 
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Or on a [1292] 

cnu = '— i)'"-^'»cn(2/wK -4- 2/i/K'+ u), 

cn(« — K) =/(«)=(— !)'»+« cn[(2m — i)K -H 2/î/K' -}-//]. 
Donc [1318] 

/[£ -H (2m + i)K -♦- (a/i 4- i)/K'] = ;; - !)"-»•«/(« H- K -h /K'i 
— '__ i]«»+»cn (s -h /K')== [— !)"»+« -_f-, 

d^où Ton tire 



lim (y — f ) 



1/ — y 



= lin, ;_,)'«*»'"'"• 



iX- snt // — • — (2/»4-i)K — (2/ïH-i)/K' 

^ ?^ tt— (2/n-hi)K. — (2/i-Hi)/K'' 

et par suite 

-I- « -t- /H 

cn(«-Is.;=^lim V (-1)» 5* -, ^^^ll!! 

^ • ik ^^ ' ^ 11— (îm + i)K— (art -Mj/K. 



— rt — 1 — tn — 1 



En remplaçant u — R par m, on a 



m 

'm 



cni/=: — lim V (— i)" y — r ttït/" 



— rt— 1 — m — 1 



Enfin, en supprimant, à la gauche du rectangle qui forme le con- 
tour de Taire infiniment grande, un terme infiniment petit, corres- 
pondant à rindice — m — i, ce qui ne peut avoir d'influence sur 
la limite de la somme, on aura 



-m 



(6) cn£/ = -ilim y (~i]"y J — 'X- r:^/- 

^ ' ik ^^ ^ ^11 — 2wK— 2/1-4-1 /K 



(2/1 -4- i) 

— «— 1 —m 



Si Ton pose, pour un instant, 

a — (2«-f-l)/K'=U, 
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on aura, comme dans le numéro précédent, la somme 



— m 



que nous avons trouvée égale à 

TQCOséc[a: — [in ■+- i)'p]. 



Donc 



-+-» 



(7) cn«="w5!." 



(-')" 



sin[^ — (2/1-+- 1) /p] 

On a maintenant 

I I cos.rsinr/ 

sin(j: — €i) sin{.r-t-a) cos2a — cosax 

d'où, en groupant ensemble les termes correspondants à deux 
valeurs égales et opposées de 2 /i 4- i , 

(O Cntt =-00807 > -T-TT — ^ ^ » 

^ ^ k ^irf Ch(4/^ + 2)p — C0S2.r 


ou, sous une autre forme, 



/ \ 4^V7 V^ l— ' 
(q cnK= / cos.r > — ^ r- 



ces 2.1: -h ^' 



1324. Soit, de même, la fonction impaire 

/(i/) = dii(i/-h/R'), 

dont les infinis sont [1295] 

u + /K.'= 2/wK 4- (2/1 4- I )/K', 

ou 

« = 2/nK 4- 2/ï/K' = f. 

Le résidu relatif à Tun de ces points est 

/(u) g/(g+2mK + 2/i/lC) 

hmfv — c ^-i — = Iim -^ —r 

^ 'u — V u — 6 — 2mK — 2«/K 
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Orona[129S] 

dn«=:;— i)"dn(« 4-2»iK +• txniE.'), 
d'où 

<ln(«-4-/K') = /(u) = (— i)"dii[«-f-2»iK+(2« + i)/K']. 

Donc [1318] 

/(» + 2mK. + 2/i«K') = (— !)»/(«) = (— i)"dn(« + /K') = (—!)» T^» 

d'où 

lim{v - c) l^ = til: lim -i- L _ 

'u — V « tnc i< — c — 2mK. — 2/i«K 

_ f^iW I 

i u — imK — 1 ni K.' 

et par suite 

cln(i/4-/K']i^i|imy(-i)''y ^ — • 

^ ' l J^^ ' ^ Il — 2A/lK — 2/mK' 

— n — m 

En remplaçant maintenant u 4- i'K' par u, on aura 

— n — m 

Si Ton pose, comme plus haut, 
la dernière somme deviendra 



^U — 2/wK 



— m 



Or [1216,1] la formule 

tangx =2 



2 



peut s'écrire, en changeant j: en x^ 



COtX = > 9 
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d'où, en remplaçant yjU par x — (27H- i)ip, on trouve la somme 
en question égale à 

1! col[a: — (2/14- l)'p]- 

Donc 



13 1. 



(a) dni/= - lim^ll — i)''cot[.r — (2/1 -f- 1)//)]. 



—n 



Les termes de cette somme ne tendent pas isolément vers zéro 
pour n infini ; on a, en efTet, 



, . . ï -+- / tangjT Thvp 
cot .r — v/p = ^^-— — !-, 



Umg 

et, Th vp devenant égal à Tunilé pour v infini , la limite de cette expres- 
sion est égale à /. Mais si, au lieu de la valeur de dnu, nous cher- 
chons celle de i — dni^, on aura, en faisant, dans Téquation (^), 
a: = o, 



■/i 



1 = : lim 2. ( — 0" ^^^ (2/14-1) /p, 

ce qui donne 



— n 



n 



I — dnw = /lî limy^ ( — i)" jcot(2rt -+- i)ip 4- cot[jc — [in 4- i)'Pli 

— n 
-4-» 

^i^ siii(2// 4- ij'p Siu[.r — [7.n -t- l]fp\ 

série dont les termes tendent séparément vers zéro. 

En groupant ensemble les termes d'indices égaux et opposés , 
on a enfin 

(10) dnu = i — 4v;sin*j:> . , / h -^ 

^ ' ^ -^Ch(4/i4- 2)/) — cos2ar 



ou, sous une autre forme, 

(il) dnii = I — 813 sin'x > t—-, — r-rz- 



i325. Développons enfin. la fonction tnu, dont les infinis sont 
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donnés par la formule 

C = (2/ll -h l)K-4- 2/f/K'. 

Si Ton pose 

on aura 

tnv =(— r)" tn(i -f K) --:= - !yr--^ . 

Donc 

I ,; 



^./ ^v ; ^ tt — ^2/n-h i)K— .2/ï/K' 



tn 

A' 

— n — ni— 1 



Or nous avons trouvé [1216, I] 



Ungzrz:^ 



I 



_, (2WI 4-1) 2 

^ ^ 2 



En faisant donc 



ï;[(2/w-+-i)K — (// — 2/i/K';] = (2m -4-i) - — s 



on aura 



^ 7 wT T^TT =^tanjî3. 

-^« — f2w -f-i K — omK' "^ 



— » 



d'où, en mettant pour z sa valeur x — 2/iip, 



tn tt = 



tt = ^ 2 (- 0" tang(x - 2/î/û). 

Si Ton groupe ensemble les termes d'indice égal et opposé, il 
viendra 

(12) tnanr -^1 tang.r -\- 2sin2jry xr-?-^^ h 

^ ' A-' I ® ^Qi/^np -{-COSIX \ 



ou encore 



(i3; tntt = -- tangx4-4sina-^y \n — ; — iz l' 

^ ' A' I ® ^ ^1-4- 27*" cos2-r -h ç*" I 

1326. Â Taide des formules précédentes, il est aisé d'obtenir 
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des relations entre le rapport -jr- = — p des deux périodes K, iK/ 

des fonctions elliptiques et les constantes k et K, et par suite 
aussi les constantes complémentaires //, K'. 
Si dans la formule (3) [1322] on fait 

tt = K -4- /K , ou x= h *P, 

2 ^ 

on en tire immédiatement [1318] 

I r, 



k k 



. /tt . \ ""2K/ ^Cha/7 

_« sm ( nnipj 



ou, en groupant les termes deux à deux 



('4) 



'^ = î(' + ^2chi;7) = î('-*-4i;T 



g' 



,2n 



formule qui donne la valeur du quadrant elliptique K, exprimée 
en fonction de |0 ou de ^. 

En faisant, dans la même formule (3), 

u =zK ou .r =: - » 

2 

il vient 

^. sm|^--(2/i4-i)ipJ _. ^ 

d'où Ton tire 

(,5) A- = ^ y ' =. ^^ y —^ 

' 

Si l'on avait fait u = x= o dans la formule (7) du n** 1323, on 
aurait eu de même 

(-')'* 'îv' (-0" 



ik -^sin(2/i H- i)/o k ^ Sh(2/i 4- i)p 



ou 
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I /identité des deux valeurs (i5) et (i6) montre que la fonction 



2t 



qn 







est une fonction paire de q. 

Ainsi la connaissance de p ou de q^ c*est-à-dire du rapport -— 

des périodes des fonctions elliptiques, détermine sans ambiguïté 
les constantes K et A*. 

La réciproque ne serait pas vraie ; car, pour une même valeur 
de A", on peut prendre, pour former les périodes de snuau lieu 
de K et de ai'K', les expressions plus générales 

li — (4,ti-4-l)K-4-2v/K', 

ri'z_4u'R-h (2v'-f-i)/K', 

et p serait remplacé par la quantité 

p, V, fx', v' étant quatre entiers assujettis à la seule condition de 
satisfaire à Tégalité 

(4f* -h l)(2*/ -+- l)-- 8u'v=r±I. 



§ IV. 

DÉVELOPPEMENT nES FONCTIONS ELLIPTIQUES E» PRODUITS INFINIS. 

FONCTIONS 0. 

1327. Occupons -nous d'abord de la fonction dnu, dont les 
zéros sont donnés par la formule 

y — (2m -4-1 )K -4- (2/1 4-1] /K', 
et les infinis par la formule 

y = 2/?lK -f- (2/» -h l)/K', 

les zéros, comme les infinis, étant chacun du premier ordre. 



.'intégrale / 
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[1214] devient ici 

Jr dànrj r snucnv dv 



et, si Ton prend pour contour de ^ une ligne symétrique par rap- 
port à l'origine, cette intégrale sera nulle. 

Nous choisirons pour aire celle d'un rectangle ayant son centre 
à l'origine, et dont les côtés soient parallèles aux axes et ne passent 
par aucun des zéros ni des infinis de la fonction. Les zéros qu'il 
renfermera s'obtiendront en faisant varier m depuis — m — i 
jusqu'à -h m, et n depuis — n — i jusqu'à -i-n [1215]; pour les 
infinis, on fera varier n entre les mêmes limites et m depuis — /;/ 
jusqu'à -H 771. 

Gela posé, la valeur de ànu prendra la forme ' 



dn 



^. 11 M (2/«-M)K-h(2w-4-i]/K'J 
u — hm ^ ^^ ' -^ j 

11 L'"" 2mK -h[in -|-i)/K'J 



le produit supérieur s'étendant à tous les zéros, et le produit infé- 
rieur à tous les infinis contenus dans l'aire Jîl. Traitons séparément 
ces deux produits. 

Nous avons trouvé [1216] 

cosfx — Xa) ,. -r-w r '^ 
:= lim 



'"-• L 



COS^Tq m = « — — I , /^ 




Si l'on pose 



î3=— ^» xz=ir,u, pz=r,Kf, Xo= îjfa/ï -+- l)/K'=: (2/14- i)/«, 

1J\. X / \ / 4 

le numérateur de dnu deviendra 



+ n 



(,) lim JI 



C0s[ar — (2/H- l]ip] 



n = «» C0S(2/Ï -Hl)/p 

— n — 1 
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En groupant ensemble les termes symétriques par rapport à Torî- 
gine, on a 

cos[.r — (^''-H')'.®] cosf.r -4- (21 -h i)/p] sin'jc 

COS(2/H-l]/p COS^2/l -h Ij/O COS*(2/l -h l)/0 

Le numérateur de dnu, que nous représenterons provisoirement 
par ©3(1/), aura donc pour valeur 



e,[n] 



nr sin».r 1 
L' Ch«(2//-f-i)pJ 



expression dont la convergence est évidente [1213]. 

Si Ton remplace, dans le calcul précédent, Xo par x© -y on 

aura, en écrivant au bas du signe II Tindice — m au lieu de 
— /// — I, ce qui est permis [1323], 



sini.r — .ro) -^-^ / .r 



i-n/'- 



'"=•"1 x.-H2«î 

Donc, diaprés les notations ci-dessus, le dénominateur de dnn 
deviendra 



;,) -'i!»n 



sin[.r — (2/1 -+- i]ip] 



n = » sin^2/i-i- i)/o 

— n — 1 



En groupant ensemble les termes symétriquement placés, on 
obtient, pour Texpression du dénominateur de dnu, 



e(«)=n['+ sh'(""'+.). ] 



1328. La fonction paire cnu a pour zéros simples les valeurs 

u r=z (2m 4- i)K -+- 2mK', 

et ses infinis sont les mêmes que ceux de dnii. En intégrant sui- 
vant le contour du même rectangle que tout à Theure, on verra 
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encore que Tintégrale 



L 



dcnu 
21 ^ ^" '"* 



est nulle. Donc en a aura une expression analogue à celle de dna, 
le dénominateur étant le même et le numérateur étant la limite 
du produit 

Chaque facteur simple de ce dernier produit diffère du facteur 
correspondant de 03 (u) par le changement de 2/z + i en 2/2. Le 
produit aura donc pour expression 



+ n 



(3) limJI 



cos ( .r — 1 nip ) 



n — ^ COSH fil p 

— n 



OU, en groupant les facteurs deux à deux, 










1329. La fonction sn</ s*annulant avec Uy nous commencerons 

par chercher le développement de la fonction — ^ ®' et nous 

^ ^'^ snwo 

en déterminerons la limite pour ixo = o. 

Les zéros de cette fonction sont donnés par la formule 

y r=: — «o"+- 2/nK -h a///K', 

et, par suite, le numérateur de — — sera la limite du produit 

sn Uq 



11 \ — Wq + 2/wK -h iniYJj 



En remplaçant, dans la formule du n^ 1216, II, Xo p? . 

)3(— tfo— K. + 2/i/K') = — Xo h '}.nip\ 
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on verra que ce produit représenle, pour n constant, la fonction 



CCS ( -r -4- .r^ -h - — 2 /î/p j 



sin ( j: -4- .r^ — i nfp ^ 



sin(xo — 2/î/p1 

CCS ' - ^ ^-.^1 V V . ^ 



^.ro-f-^~?./f/>j 



Donc le numérateur de — — sera la limite, pour n infini, du 

snuo ^ ' 

produit 

-j-ii 



sin^.rç — 2/i/p) 



— n 



Groupons, dans ce produit, les facteurs deux à deux; on aura,. 

en mettant à part le facteur correspondant à /i = o, le numérateur 

, sn ( M -4- I/o ) , , , 
de —5^ égal a 



sni/o 



sin ( X -^ jr'' -«-,- T sin' [ 



sin.rQ 



nr sin':.r + x,) I 



Or il est facile de voir que, si Ton fait tendre Uo vers zéro, le 
rapport 



sn Uq sn Uq 



tendra vers la limite -• Donc le numérateur de sn(« 4- «©), lors- 
qu'on y fait u^ = o, devient égal à 



I \ ' • TT / sin'.r \ 
61(11 = -smo: I I I 4--T-r ) 



Le dénominateur de snu est encore la même fonction 6(u) que 
pour les développements précédents. 



sn» 



Le développement de tnu= se tirera immédiatement des 



deux précédents. 



cnu 



1330. D'après ce que nous venons de voir, les fonctions ellip- 
tiques snu, cni/, dnu, tnu s'expriment au moyen des quatre fonc- 



FONCTIONS 8. 



lions synectiques 



aog 



(5) 



00 

e.(«)=lsinxn(' + ^,^) 

1 

a» 

e,(«)=TTr, ?!!î!f 1 

^ ' A-IL Ch'(2«+l)pJ' 



qui sont, à des facteurs constants près, les quatre fonctions â de 
Jacobi, et l'on a ainsi les formules 



(6) 



2K.r 
sn u = sn = 

TT 

9.K.r 
cnu =z en =: - 

TT 

anu=: dn =• 

TT 

2Kx 



tntt = tn 



TT 



ei(«) 

0(a)' 



Les formules (aS) du n° 1317 donnent, par conséquent, 



sncu 



CBC U=z 



(7) 



2K /tt \ 

= sn — ( x]z=z 

TT \2 ; 

2K /tt \ 

=: en — 1 j:] = 

TT \2 y 



dncu 



tnc« =: 






X.'®t(«) 
I 0|(u) 



Si Ton pose 
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•4 



aïo 



LIVRK VI. — GHAP. IV, § IV. 



les quatre fonclîons se présenteront sous la forme 



(8) 



I 



«(«)=n 



.t/t-i-i 



I — 27^""^' cos^x -4- q 



V/t-4-l 



(,_^y««-M)* 



»,(«)= 



.1/1 



y 



1 



ei(«) = cos.rTT 



.t/f 



I -+- ?. 7'"C0S2>.r 4- <y 



4a 



i/< .1 



(I -i-î'-j 



es(«)-n 



î -h it^*"-*-' rr»s9!.r -h ^*'»+* 



(1 -4-7*"-^») 



1331. Les valeurs des fonctions données par les formules (i), 
(2), (3), (4) présentent des avantages pour l'étude des propriétés 
de ces fonctions. Dans les deux premières, l'indice n varie entre 
les deux valeurs infiniment grandes — n — i et -h/i; dans les deux 
dernières, il varie entre — w et H- n. 

Pour ramener l'indice de celles-ci aux mêmes limites que celui 
des deux premières, il suffit de multiplier et de diviser les expres- 
sions ( 3 ) et ( 4 ) par le facteur qui a pour indice — n — i . 

Dans la formule (3), ce facteur a pour valeur 



cos 



s[.r-h(2// -+- '>.)ip] __ ^(««+«)e-'>_h<r-(*"-^')f-»-'' 



cos ^ 2 n 



2j/p 



e^2//-h2}?_j_ ^_(i/IH-2;p 



-expression qui, pour /i infini, tend vers la valeur ©"**. Donc on 
aura 

/ \ / ,. ■■-■• cosf.r — 2/710] 

^ ' XX COS2/?/0 



-/I-l 



COS2/?//9 



Si, dans la formule (4), on convient de remplacer le facteur cor- 
respondant à 7i = o par — >3, et qu'on multiplie et divise par le 
facteur 

lim sinl-'^-^-^o + l^^'-^^l^'p] _ ^, 
sin[XoH-(2/i -H 2)/p) ' 
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on aura, en faisant Xq = o. 



e^{u)=e^^\im JJ 



— «— 1 



sin(x — inio) 
sin 2 nip 



De cette manière, les quatre fonctions seront déterminées par 
les formules 



"^^ CCS I X 4- 



e (M] = ]im 



_„_! CCS (2/l4-l)/p 

I jr H 2/î/o I 

\ 2 / 



(9) 



^" ces 

_„_, COSi-— 2/z/pj 



n 



e.(«) 



^Xli^ JJ C"s(x-a/»/o) ^ 



COS2/J/P 



■n 



e,(«) = lira JJ 



— n — 1 



cos[.r — (2« -4- i)/p] 
cos(2/î -H i)/o 



où l'on pourra, pour abréger, omettre le mot lim. 
Si Ton pose, en général, 

-♦•« COS I .r 4- [* ( 2/1 -h 1 — *•') 'p I 

(.o) e,..(«) = «"-limJJ — '-— —^ -J, 

_«_! cosh* (2/4-Hl — v)/p 

les quatre fonctions (9), 

e(tt), ei(M), eî(a), &^[u), 

pourront être représentées respectivement par les notations 

©i,o(")» ®i,i(")» ôo,i(")i 0o,o(w)» 
de sorte que les indices simples 



o, 



I, 2, 



équivaudront aux doubles indices 

(i>o)> (ïiO' («lO» (010) 



14. 
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1332. Propriétés des fonctions 0. — Considérons la forme 
générale 

l^^A .^ cos[x + ^^-(a«-4-«-v),>] 

- |^u--(2/l-4-I-v)£>J 



_,_i ces 



Si Ton fait varier les indices entiers /:x, v, il est aisé de voir que les 
valeurs obtenues seront toujours les mêmes que les quatre valeurs 
précédentes, qui correspondent à fx et v égaux à o ou à i. 

En eflet, si Ton change /ii en /x + a, chacun des arcs, au numéra- 
teur et au dénominateur, augmente de ir, et, par suite, le quotient 



ces 



|^X + U^+...J 



cos 



n*aura pas varié. Donc 

Si Ton remplace maintenant v par v + a, Tare de chaque cosinus 
varie de ^ipy ce qui revient à changer n en n — i. Le dernier fac- 
teur, à la limite supérieure, est ainsi remplacé par 



cos 



I JT -h ^a - — [in — I — ^ ) ' I» I 



et le dernier, à la limite inférieure, savoir 



cos 



Lr 4- ^ - -h ( 2 « -h 3 -h V ) /p I 

cos ^ - -f- ( 2/1 -f- 3 -h v) /p J 

est remplacé par 

cos X-t-fA h(2/ï-h 5-hv)/pj 

cos hi - -h ( 2 « 4- 5 -h V ) /p I 
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Donc le produit TT se trouvera multiplié par 



— rt— 1 



cosl jc-h ft-H- (2w -h 5 -h v)/|3 I cosl fi (a/ï 4- I — v)'p 

cosi X 4- fi (a/i -h I — v)/p I cosl it — h (2/î -h5-*- v)/p I 

expression qui tend, pour n infini, vers la limite 



<-«'*. 



Or, par le changement de v en v -j- 2, le facteur e*'*, en avant du 
signe n, sera en même temps multiplié par e^^. Donc le produit 
total n'aura pas changé de valeur, et Ton aura ainsi 



On pourra donc, sans diminuer la généralité de la fonction 6^,^, 
la ramener toujours aux. quatre formes considérées dans les nu* 
méros précédents. 

1333. On voit immédiatement que les trois fonctions 0|,o> 3o,i, 
60,0 sont paires, tandis que la fonction 0|,4 est impaire. On aura 
donc, en général, 

(11) e^,v{-'^) = (-i^e^,v(«). 

Les facteurs du produit TT étant en nombre pair, on ne change 

— n — 1 

pas le signe du produit lorsqu'on augmente x de tt, ou u de 2K, 
ce qui ne fait que multiplier chaque facteur par — i . Le facteur e 
se trouve multiplié par e*'* = ( — 1)\ Donc 

(12) e^„(a-f-2K) = (-i)>e^,v(«). 

n 

Augmentons maintenant u de 21K', ou x de 2ip; le produit TT 

sera multiplié par un facteur de la forme 

cos[X •+-(/! -4- 3)ip] 
cos(X — nip) 



vlX 



— n — 1 
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dont la limite, pour n infini, est e""^'^^''"'*^ Le facteur e*"" est mul- 
tiplié par e-'*f . Donc 

On a, pourfi=i, e-"^ = — e"'^', etpour|x=:o, <r-*'^=-l-e~*". 
Donc 

(i3) e^..(«-h2iK') = (-i)''<r-«''-^-*ee^..(ii) = (-i)s' e^,v(«)- 

En appliquant cette formule à chacune des quatre fonctions 6, 
on aura les égalités 

e(i/-+-a/K^) __ e^(tf-f-a/K') ___ e<(K-h/K^) _ ea(«-h/K') 

Cela montre que les fonctions 6 ne sont pas périodiques relati- 
vement à aïK'; quand on augmente de cette constante Targu- 
ment u, ces fonctions se reproduisent à un facteur exponentiel 
près. 



1334. Si dans 0^ ,, on remplace u par « -+- K, ou x par x-\ — i il 
viendra 

./ «X ■^" cos x + fu + i) ^ — (a/i-hi— v)/p 

e,.,(« + K)=."(^--«) n - '- r . T—- - 

-«-1 ces p- _(2/ï-hi — v)p 

En comparant cette valeur à celle de 0n+i,v> on voit qu'elle n'en 






diffère que par le facteur constante " et par le dénominateur, 

qui est pareillement constant. Donc le quotient -^ esl 

constant, ce qui donne les deux relations 

^^ , , — - z= const., -=-^ ^ — ' = consl. 

Pour obtenir les valeurs de ces constantes, nous remarquerons 
d'abord que, les deux fonctions et ©j prenant la valeur i pour 
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Il = o, le rapport -^-^ doit se réduire, pour ii = o, à 03(K)y 

et, pour a==— 7R, à — p-^* De plus, à cause de 



on en conclut 



Enfin 



sn K. = — -- — =: I , 

e{tC) 



e,(K)^-e(K). 



'"'' = 5[è"^ = f«'(^^'j -''•'• 



Donc 



et par sui te 

(10 = : =: ^k , 

^ ' fc) ^ // j — 0, ^ Iv j ^ 



ou encore 



(17) 



BjR— //] _ hJK — //) _ ^77 

e(K — //) 0,fK — wl _ I 



Ainsi, quand on remplace u par son complément K — m, ou a? 

par X, les fonctions et ©3, ©i et ©a s'échangent entre elles, 

à un facteur constant près. 



1335. Si Ton remplace maintenant u par u-f-iK', ou x par 
x-hipi on a 

^ ' Xi cos^'2// -h I j/0 

— w — 1 



-n-1 COS ^ —• (?./»-+- l)/ 
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Donc les rapports 

sont constants. 

En faisant tt = Oy puis tt = — iK', on trouve que le premier de 
ces rapports est égal à 



et le second à 



L'égalité 









= tn/K' = i 



donne 



D'ailleurs, si dans l'égalité [1330] 
on fait u = — iK', il viendra [1318] 

De là résultent les égalités 

(i8) e,(,K') = e'V^, e.(/R') = îl, e,(/K') = :îf4, 

d'où l'on conclut les suivantes : 

^ -^^ /e,(ii) e.(u) 

En remplaçant u par u — t'K' dans les formules (i4} du n* 1333 et 
dans celles que nous venons d'écrire, nous obtiendrons les relations 

( e,(»i + >K') _ -e,(ii-tK') ^ _,,, 
\ e.(«) - ie,(«-iK') -^*-* 
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On tire de là 

e.(« + /K') _ e.(«-n-K') _ I ,^^1, 
^ ' e.(«) ~ '■«(«) ~y/k 

Ainsi, quand on ajoute iK! à Targument u, les fonctions O et 6|, 
ainsi que les fonctions 02 et Q^, s'échangent entre elles, à un fac- 
teur exponentiel près. 

De ces diverses relations il résulte que les quatre fonctions 
peuvent s'exprimer au moyen d'une seule d'entre elles, de ©s par 
exemple. On a, en effet, 

e (£.)=-î--e3(K-.«), 

(22) \e,{u) ==--!=: e-''''-he,{K -h îK'^u), 

e,(«) = -L e-''"^e,(/K'- tt). 

y/A 
1336. On peut déduire de là les valeurs du module k et du 

2/K' 

quadrant K en fonction de p ou du rapport . des deux périodes 

des fonctions elliptiques. 

En faisant u=siK.' ou x=zip dans la valeur (5) de 0s (u) 
[1330], il vient 



ou, en vertu de l'égalité Ch*(T4- Sh*p = Gh((7 4-|9)Ch((r — p), 
»»l'l^ ) -11 ch'(9./.-t-i)p -11 (, + 5'«+')« ' 



ou enfin, enjntroduisant au numérateur le facteur i -h V^"***'» égal 
à l'unité pour n infini, et faisant sortir du signe II le facteur 

(a3) «.('■'^')==»n(T^-7^*y- 
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Donc, en vertu des formules du numéro précédent, on a 

w 

(24) v'A = '"''e»('K') = U.e,;/K') = a^yJjU;|;-J— j . 



La formule (i5) du n^ 1334 donne immédiatement 

(25) v'^-«.('^) = n(7T-i'^)' 



Elle donne encore Téquation 

<^«) ,i,-.ci=m(;-î|:)' 

Par la combinaison de ces formules, on peut en obtenir un 
^rand nombre d^autrcs, dont quelques-unes nous seront utiles 
plus tard. 

Si nous posons, pour abréger, 

( M=J|(i + ^»«), M' = JJ(n.g««-*-»), 

\ i 

on aura d^abord 

MM'=JJ (. + ?"), NN' = J|'(,-y"), 
d'où 

09 



d'où résulte la relation 

(28) MM'N' = i. 

Des relations (24)? (^5), (26), mises sous la forme 
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on tire 



9.V7.ÏÎ M'* N'* I 



r— » 



d'où 

(.9) ii^^JJ(,_y.»).= •]][(,_,«-+.).. 

vA'A- *■* i/A: -^"^ 

▼ 1 '^ 

On a encore 

,, , i M'N M'N.MM'N' ^,„^, ^, • ^, x, , • .x 

^^''^J- = mi-'= MiN- ^M"N=:]][('-^g""')'(.-g*-')- 



1337. Nous avons obtenu, dans le numéro précédent, les déve- 
loppements des fonctions O en produits simples, en commençant 
par grouper ensemble les facteurs correspondants aux points cri- 
tiques situés sur une même ligne horizontale. En commençant 
par grouper les facteurs dans un autre ordre, on obtiendra d'au- 
tres fonctions 0', jouant les mêmes rôles que les fonctions 0, 
mais de forme différente. 

Considérons de nouveau le double produit [1327] 

n r>-- — -.-" -^1» 

et posons cette fois 
15'=— 7> x'=:n!u, p'z=n'K, .r^ =r ï;'[2/?i -HJK = (2/71 -f- i)p'. 

La fonction 03 (u) prendra la forme 



m -+-m 



'^ ^ Il COs(2/W-f-l)f>' 11 Cll^2W-+-j)p' 

(3i) { -'"-* -'"-* 

_ l^r sin'/V "l_TTr Sh«x^ 1 

~" IIL cos*(2/»-M)/p'J~ll L Ch*(2m-t-iJp'J* 


En comparant cette valeur avec celle que nous avons précédem- 
ment obtenue pour le même double produit, on voit que l'exprès- 
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sion de ©',(«) est ce que devient celle de 0s(u) lorsqu'on y rem- 
place X et p par ia/ et p'. 

Si Ton change maintenant u en u + K, ou j/ en a/+ p', en 
faisant 

x' — x'^ = iî'(tt — 2 wK ), a:'ç = 2«p', 

il viendra 



e' tf =11 ^- r-y-^ = COS/X' TT I , — ) 

^ ' XJ. cos2/nfp ■■■■■• \ cos' 2 w/py 

(3?.) { -'« * 

=«'''n(--ch.'^)- 

1 

Donc 6'(u) est égal à la valeur de 6i(u),dans laquelle on rempla- 
cerait X et p par ix' et p^ 

Le double produit 
peut s'écrire sous la forme 






— (2m-+-I)-: 2/î — 

^ ' « 2 



(33) 



■^^ cos i-H--— (2//24-i)?r "*■'". r / , wi 
-pr I / 2 ' w I j-|- sini[x — (i/n-fijpj 

"il~"c^_^-(2.,4-.)^j" """"ii -n(2m^.),y 

— rrr sin«/.i/ l^rrr Sh'j' 1 

"" llL' siii«(2/n-*-i)/7J"~llL* Sh»(2/ii-+-i)p'J' 



Donc &^{u) est égal à ce que devient 6(u) par le changement de 
X, p en ixfy p'. 

Si Ton considère enfin le numérateur du développement de 
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^—^ ^ > en y introduisant a/ et p', il vient 



snico 



n 



fn»n 



tf -4- «0 — amK — a/i/K' 
i/ft — amK — 7.ni¥J 



n 



-r4-^ — 2/iiÏt — 211- 
II 19. 



ni$n "^o 



P TT 

-r — 2/W^ — 2/ï- 
I i 2 



.•j^'4-.r'« 



+ "' sin-7(x' H-a^^'j^— 2wip') sin 

Il . I , . . .r' A A I 



• sin - ( t/ -h jt'o — 2mp') 



— m 



sin-(^o"~^'"P') 



sm -r- 1 sin - (Xq — 2/»p ) 



d'où Ton conclut, comme plus haut, 



,^,^ ,iK I . . /Tt/ sin'/.r \ i . , tw f SIi'jc' \ 

34 e'. // = — sm/VTT I— -^-^ — ^-^ ^-Sho/TT I— — ; 

^ ^' ^^ ' i7i '■'■x sin'2//wp/ u -■■-■• \ bh*2mp7 



La fonction ©'^(m) est donc, à un facteur constant près, ce que 
devient 0« (u) lorsqu'on y change x, p en iV, p'. 

On peut encore donner à ces formules une forme analogue à 
celle des formules (9) du n° 1331, savoir, 



m 



n \ -x'i- TT cos(/x'— 2m/p') 

^ ' M. M. C0S2/R/û' 



— m — 1 

■•■'" ces 



e\{u) ^e-^'lini TT 



I ij: H 2/72fp 1 



(35) 



^m-i COsf 2/w/p'j 



•m 



COS 



e',(ii)= Km ]][ 



—m-l COS 






-m 



e',(«)= limn- 



COS [ix' — ( 2 /« 4- 1 ) /p' ] 



— m-l 



COS ( 2/11 H-l)/p' 



en se rappelant que, dans la valeur de 6'^ (u), on est convenu de 
remplacer, pour m = o, le facteur cos( 2mip'\ par la valeur 



— rf. 
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On se rappellera que les quantités yj, x, p, y, •//, x^j p', if qui 
entrent dans ces formules sont données par les relations 

(3G) 






d'où Ton tire 






ff^ 



1338. Si l'on pose généralement, comme au n^ 1331, 

-*-'« cos /y -h ft (a/w-i-i — >)'p' I 



_m_l COS 



on trouvera une série de relations semblables à celles que nous 
avons établies pour la fonction 0,i,y(u). 
On aura d'abord les égalités 

(38) e'=»;.„ e', =e'..„ e',=e',,„ »', = »',,„ 

qui diffèrent de celles du n° 1331 par l'échange des indices f;t, y. 
Il viendra ensuite 

ie;.,(-«) = ;- i)i'«e;,,(u), 

(39) e;.,(« + ?./K') = .-i)-e;,(«), 

1339. JNous allons chercher maintenant la relation qui existe 
entre les valeurs des fonctions 0^^ ^ et 0', ,^, qui jouent le jnéme rôle 
dans les expressions (6) [1330] des fonctions elliptiques snu, 
cnUf dm/, tnii, et dont les valeurs doivent être nécessairement 
proportionnelles. 

Désignons par ip(a) la valeur commune des quatre rapports 

— -1 — r ou — — ; • 
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Cette fonction est paire. De plus, elle ne devient ni nulle ni in- 
finie pour aucune valeur finie de u, et se réduite l'unité pour u =o. 
En vertu des formules des n*** 1333 et 1338, on a 

d'où Ton tire 

^ ( D,Jog'J*(«-+-2K) =^2m' -\-DJo^i^{u), 

^^^ \ Djog^U + 2/R'] -- 2ifs -h D,,log'j*(M), 

et par suite 

(4i) Dîlog^^(« + 2K)=zDillog-}(i*-*-2/K') = DilogvKi/). 

w 

La fonction ^{u) étant uniforme et continue pour toute valeur 
(le «, il en sera de même des deux fonctions 






DJog.H«) = -, 



Djlog ']/(«) 



[^("il 



De plus, les égalités (4i) expriment que la fonction DJlog^(i£) 
est doublement périodique, et, par conséquent, elle est encore finie 
pour u = QO .Donc, d'après ce que nous avons démontré au n® 1137, 
elle se réduit à une constante. 
On doit donc avoir, en intégrant, 

a et b étant deux constantes. Mais la fonction Dulog^(u), étant 
la dérivée logarithhiique d'une fonction paire, est elle-même une 
fonction impaire [288], et, par suite, la constante b est nulle. 

On déterminera maintenant a en observant que, d'après les 
équations (4<>)) aux accroissements 2K, niK! de u correspondent 
les accroissements 27/, ^irt de D„log^(u), accroissements qui, en 
vertu de l'équation 

doivent être respectivement égaux à 2aK, 2iaK!. De l'une ou de 
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Tautre de ces conditions on tire 






Donc 



d\og'^[u) = ^-^udu. 



d'où, en intégrant et remarquant que ^(o) = i, 
Par conséquent. 



m 



1340. Il existe une relation importante entre les fonctions 
correspondantes aux modules complémentaires A: et A'. Si l'on 
change u en iuy A en A^, et par suite 

ïî, p, X en 13', p\ ix\ 
la fonction 0^,,(a, A) deviendra [1332] 

■*•" cos I IX '\- \i.*- (2 /ï -f- 1 — v) /o' I 



_„_i cos 



|pZ_(a„4.i_,)/p'| 



T.tO 



Donc 



«f/^ 



e^„(«,x-)=c*"'©,,^(«.x-'), . 

formule qui permet de ramener les O d'argument imaginaire aux 6 
d'argument réel, et vice versa. 
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DÉVELOPPEMEKT DES PRODUITS INFINIS EN SÉRIES TRIGONOMÉ- 

TRIQUES. FONCTIONS 3". 

1341. La fonction Q^^^[u) dépend de rexponentielle 

.1CM 

elle est uniforme et continue pour toute valeur de cette variable f , 
car elle reste finie pour toutes les valeurs de t autres que celles 
qui rendent t infini, et elle admet, comme t, la période 4K.. Donc, 
en vertu du théorème de Laurent [1148], cette fonction est déve- 
loppable, pour toutes les valeurs de f , depuis zéro jusqu'à l'infini, 
en une série infinie dans les deux sens, et procédant suivant les 
puissances entières, positives et négatives de t. 

Nous avons vu [1333] que, lorsqu'on remplace u par w -H aK, 
t se changeant en — f, &^,,[u) est multiplié par ( — i)% de sorte 
que l'on a 

Donc, si V = o, 0^ <, sera une fonction paire de t, et son développe- 
ment ne contiendra que des puissances paires de cette variable; 
si V = ï , 0j^ 1 sera une fonction impaire, et son développement ne 
contiendra que des puissances impaires de t, La série sera donc 
généralement de la forme 



®\;A^)=^ ^m^^^ 



m 



ao 



La fonction Q^^^[u) étant réelle pour les valeurs réelles de x et 
de q, les coefficients Um et a^^__^y correspondants à deux puis- 
sances égales et opposées de e'-^, devront être égaux entre eux en 
valeur absolue. 

Connaissant maintenant la forme du développement, il ne reste 
plus qu'à déterminer les coefficients, ce que nous pourrons faire 
par la méthode des coefficients indéterminés. 

1342. Nous allons commencer par développer la fonction &o^o{u] 

B — Cours de Cale, i/ifinic, IV. l5 
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OU 69(1/), et de son développement nous tirerons aisément les dé- 
veloppements des trois autres, en nous appuyant sur les formules 
des n- 1334 et 1333. 

Diaprés ce que nous venons d'établir, le dé\eloppement sera de 
la forme 

— « 
Si Ton change « en ix -h 21K', on aura [1333] * 

ou, en introduisant q = e"-?, 

En égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances 
de e'-', on aura, en général, 

d'où l'on tire successivement 



^m - — "m—\ 7 — "0 7 ' 



Donc 

/ - 

e3(a)z=aoy7""e*'"'*=aol i -+- ti 27''*'cosa«x J. 
On a ensuite [1334, (16)], en changeant u en u-+- K, x 



TT 

en X 4- - » 

2 



e(«) = -^«al" +K) = -^yn i)«î-'V'- 



=;^['*'|'-""'"'H- 
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Puis, par les formules (19) du n** 1335, 



-t-ac 



S/A yjk ^ 

= fl y/"""') e(""+')-= — "y/"^;) cosiam 4- l).r. 
Enfin les formules (17) du n° 1334 donnent 

= 2^^ 2;(- i)"'5^'"*ï^'sin(2//i + 1)0:. 

^ 

1343. Il nous reste à déterminer le facteur constant ao, com- 
mun aux quatre fonctions 0. 

L'équation (29) du n** 1336 nous donne 



1 



» I '0 

Désignons par P(y) la valeur commune de ces deux expressions. 

En comparant les valeurs [1331, (8)] de &[u) et de 0|(u) 

avec celles que nous venons de trouver, on aura les deux égalités 

/ - 
TT(i — 2 7'«-^*a)S2J? -h 7*«-*-«) 


sinxTT(i — 2^*'*cos2ar-+-7*") 



«) 



Les deux membres de chacune de ces deux égalités étant iden- 
tiques, quelles que soient les valeurs de q et de x, elles subsiste- 

i5. 
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ront lorsqu'on y remplacera q par q^. En les multipliant membre 
à membre après cette substitution ^ et remarquant qu'alors le 
produit des premiers membres reproduit le premier membre de la 
seconde équation (i), il viendra 

00 



En égalant dans les deux membres les coefficients de sin x, on a 



[p'y]?^r"*'"=p[i)' 



Si Ton fait x = - dans la seconde égalité (i), elle donne 



1 

Donc 

^=iii--)=nf^:;;. 

1 i 

et, par suite, 



La fonction P(<y) TT(ï — V"") ^^ varie donc pas lorsqu'on y rem- 

1 
place q par r/^, et par suite aussi par y*, ^*, . . . , et finalement 

par y*= o, puisque q est <^ i . Donc on aura dans ce cas 

«0 

p(y)n('-2*")=*<°)' 



quantité égale à l'unité, en vertu de la première équation (i ). 
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On aura, par conséquent^ 



i 

On a d'ailleurs [1336, (3o)], d'après les notations de ce numéro, 

1344. Si nous posons maintenant, d'après les notations de 

Jacobi (* ), 

f * 

1 

S-i(.r) =2 2(— 0'"^^""^ sin(2/?i-hi)x, 



(^) 





«0 



.(--î)', 



S-,(x) =r 2'V7^ *^ cos(2m -f- i)j^, 



3-3 (.r) = I -h 2 \^7'"'C0S2 W.r, 
\ 1 

les produits auront pour expressions 

(3) /e.(")-y/^-.^.W, 

\ a3(")=v^^^3(-^). 

En remplaçant dans ces formules les produits 6 par leurs va- 
leurs (8) du n<» 1330, et les constantes m, k, V par leurs valeurs 
du n^ 1336^ on aura, pour les expressions des fonctions S- sous 



(*) Dans les Fundamenta, Jacobi représente les fonctions 3-(j:), d't(<a:) par ^(u) 
H(u), d'où Ton déduit 

ô.(x) = H(K-.«), ^,(x) = 0(K-ii). 



'l'io 
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iorme de produits infinis, 



/< 



(-1) 



1 

M m 

1 

1 1 

I - 



;^3^^ 



1 



' ~"IT^'~ 7*'Sllv' -<-^7*"'^*c«s^*-^7*""'*). 



D'après cela, les fonctions elliptiques s'exprimeront au moyen 
des fonctions S- par les formules suivantes : 



(5) 



snii 1= 



v/x '^"■''' 



I 



— 3» .r^ 



in a --= 



I 3,^r^ 



— ^ 



V'X' ^ïl-^'j 



cnc 



f6 



1 ^,f.r) 

snc« r= - - — — -^ 
dnc#/— yX' — i — -1 



incu 



Lorsque la constante p et la constante q qui en dépend seront 
remplacées par des quantités représentées par d'autres lettres, par 
exemple par p' ou rf, on mettra ces lettres en évidence, et l'on 
écrira 

5-(.r,p') ouS-(x,^'), 5-,(j:,p') OU 3"i(-c,y'), etc. 
Les fonctions S-, 3-2, S-j sont paires; la fonction S-| est impaire. 

1345. En substituant les valeurs (3) dans les formules obtenues 
aux n"* 1335, 1336, 1337, et posant, pour abréger. 



(7; 



1 1 
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on aura les relations 

a- (x) =: ;^J^ _ x\ = «ç3-,(x -ip] = - iç^, (^ + i - '>)• 

â,[x):= 9-, f ^ - xW iÇ 3- (x — ip] = /| :^, ^x H- ^ - f>y 
(8) \ 

^il-') = ^i (^ - x) = ç*, (x - 1» = f^ L + ^- ipY 

Pour M = o ou K, d'où j: = o ou -? on a les formules suivantes : 

2 

*(o) = ^,(^)=y^ = . + a2;(-i)v". 



(9) 



*,(o) = ^,Q = o. 

_ 



Des formules des n*** 1333 et suivants on tire celles-ci : 



TT 

Pour tf=WoH-2/iiK-|-2/ï iEf, .r=:xQ-him — h2 nip, 

2 

on a 

Pour tt = tto-l-2/nK-4-(2/i-l-i)iK', a,' = j;o-*-2m--f- (2/f-l-i)/p, 
on a 

^"^ ^_ .^"-l iM - 1- .^-^-î Mfl - f_ o« M^I _ iiM 

_ y-(""^ï)V-(»»+")'*, 
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Si l'on pose, comme au n° 1337, 

(12) \ et de plus 

U== tf*^^=: e~=é*~^=ie^'=q'^' = q^, 
la relation établie au n"* 1338 donnera les formules 

^,[ijr)=yVB' (.r\p'), 
^3(|-x)=:7U53(y,/). 

En changeant dans ces formules y en y' et y en -> et dévelop- 
pant le résultat de cette substitution au moyen des formules (a), 
on en tirera de nouvelles expressions des fonctions S^, qui sont 
avantageuses pour le calcul numérique, lorsque A' et q sont très- 
voisins de Tunité, et par suite (/ très petit : 





* ' 1 \* 





3,(«) = J ( I + 2 2]7'«'Cha».r'Y 
On en tire, pour remplacer les formules (6), 

. 

(.5) L^tolz^vriH-a^l-')»?'"'!. 



5.(0) 

\ 



=7(1+^^1' A 
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1347. Si Ton remplace, dans les fonctions S-, la variable réelle 
X par une variable complexe x -j- iy-y en s'appuyant sur les formules 

cos (a -h / j3 ) 4- cos (a — ip] 



1 



= cosaCh|3, etc., 



et posant 






Si 



t 

{X,ij-] =z 2^[- l)«7 *^ Sill(2/I -+- l)xCh(2/2 -f- l)7, 





oc 



§^«(•^1'»= ^^ 



2 > 7^'*'*'''' cos(2/ï -+-i).rCh(2/ï -hi)j, 



^3 



(x, /j) :=: 14-2^ 7^'cOS2/iJ:Ch2//Xa 



(.6) * 



// (x, /j) =z — 2 V(— i)"y'*'sin2/iJ:Sh2/îj 



1 

«0 



* / 1 \« 

/ll[x,if)= 'i^{^i)ng["'*'i. c0s(2/J-hl)xSh(2/ï-4-l)j, 



/ti{jryir) — 2 y 7^""^*^ sin(2/i -f- i).rSh(2/i -h i) j, 





00 



^h[^fh')=- 2^ <7"'siQ2/?xSh2wj, 



on aura, pour Tindice jix = o, i, 2, 3, 

{17) 5j,(arziz/»=:§'^(x,i»di//v(x, /». 

Dans le cas où le module serait très-voisin de l'unité, on trans- 
formerait B-^{X'\-ij) en B-^[i{j' — *-^)]- En ayant alors égard aux 
formules (i3), on ramènerait les développements à ceux des fonc- 
tions ^^{y — ix^9 q'). Par exemple, en posant, d'après les for- 
mules (12), 
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on aurait 



(.>"—"' 



1 



et de même pour les autres. 

1348. Des expressions (4) ^u n^ 1344 il est facile de déduire 
les développements en séries des logarithmes des fonctions B-, 
On a d'abord 

log;, -<,'«) = - y %'-. 

1 

En sommant les deux membres de Tégalité par rapport à Tindice /i, 
depuis n = i jusqu'à /i = oo , il vient 

«D 



1 

et par suite 

L'expression i — 2^" cos2X + ^^'' se décomposant en 
on a, pour les logarithmes des deux facteurs, 

log ( I — 7« e*=«'^) = ~ y - ^"' ^*'''' 

d'oii 

log ( I — ?. ly* cos 2 .r -h r/'" ) = — 2 \^ - 7"* cos 2 v.r. 



y 
1 



En sommant par rapport à n, selon que n sera de la forme 2/n — i 
ou de la forme 27/2, on aura 



logTT (i — 27''cos2.r -{-q^^]=z — ^5! " — î^ cos2v.r, 



^>rf y I — a* 



I /y- 
ou = — 2 > r COS2yx 



y 
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Si Ton avait eu à sommer les logarithmes des expressions 

I -h 2 7" cos 2 j; -h 7***, 

I (—1]* 
on aurait eu le même résultat, au changement près de - en • 

*^ V V 

D'après cela, on aura, pour les développements des logarithmes 
des quatre fonctions 3-, en posant, pour abréger, 



(,8) Q=-i- -^^ =- - i- -r^- 



? 



les expressions suivantes. 



log^ (r) =- Q - 9.2] ^ ilT^ ^^^^" 



9 

m n 1 — r/- ' 
1 

1 \ -^ . r,l/l 



logS-j ( .r) = Q -4- log \2q^ sin .r/ — 2 > — ^- coS2/l.r, 

(»9) { - 

(1 \ _^ ( I y* gin 
iq^ cos.r) — ^-X j^ COS2/t:r, 

1 

X 



ou, sous une autre forme, 

, A / > \? 7'* + cos2/i.r 



(*o) 



1 

, , , / 4- \ ^n<7"[i-l-( — i]''cos2/i.rl 



1 

q" -\-l— lV'cos2/fx 






Pour les valeurs complexes de l'argument, la formule (17) du 
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numéro précédent donne la relation 

21) — loc ^ ; ^ =arclanff --> ^• 

1349. Les dérivées logarithmiques des fonctions â- jouent un 
rôle important dans l'Analyse. Jacobi a désigné, à un facteur con- 
stant près, celle de ^(x) par le symbole 

2(£/) = D,Jcge;«)=:i;D^log5(.r). 

Cette fonction jouit des propriétés exprimées parles égalités 

Z(o) = Z(K) = o, Z[—u) = ^Z[u), Z(«4-2K) = Z(tt). 

On trouve immédiatement, par la différentiation des formules (a), 
D^logS {^) = - -^-r, y (-i)«/i7'''sin2/ix. 



[•'I 

1 






(22) 





» < ] • I 










I>xlog^3(-^; = — ^pj-^ ^nq^'àin^inji:, 



OU, par la différentiation des formules (20), 
/ T^ 1 « / > V^ sin2/f.r 

1 ^ 

^ 1 rv / \ V » sin2//x 

I>xIoga,(,r)^COt.r-+-22^7« ^j^^ 



— » 

a 



(23) 



^1 *v / \ V^ / \ .. » Sii^ 2 /î .r 

D* log», (.r ) = - liing.r + a 2^ (_ , )"ç'« _j_ , 

1 

CD 

^1 ^ / X ^n / X sin2/i,r 

Djoga,(x) = 22(-.)''-gî^^- 

1 

On voit que la troisième et la quatrième des formules (sS) se 
déduisent de la seconde et de la première par le changement de x 

en j:H — • 

2 
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En prenant pour les B- leurs valeurs déterminées par les for- 
mules (3) du n® 1344, combinées avec les formules (35) du n° 1337, 
et opérant comme on vient de le faire, on trouverait les formules 
suivantes, avantageuses dans le cas de q voisin de l'unité : 



A Th-r'-î^] 



D^log^ [:c) = -^ -^yATh,v'-:ty^{-^l)-q'-^ 




.(^4) 






1 

t 

1 

Dans le cas où les fonctions d- ont un argument imaginaire ixy 
on pourra obtenir leurs dérivées logarithmiques en changeant x 
en ix dans les formules (22), ce qui donne, par exemple, 

(25) D,los5(/^)=-]-^2(--0''''7'Sh27i.r. 

1 

On peut aussi partir des formules (3) du n° 1344, d'après les- 
quelles 

€0 

log5(/x) = const 4- V log(i — 2<7"'+*C1i2j: + ç*""*-*), 
etc., ^ 

et d'où l'on tire, en diflférentiant, 

"^ ^ ^ f -^ Ch[4/H-2)p — Cli2.r 



(25) 



1 

Dx log^t('-^) = — Thx 4- 2Sh2a:y -^. — — 

1 

«B 

Djc log^a ( ^''^) = 2 Sh 2X > ^,, ■ . ^ 7;r — ' 



» 
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1350. Nous avons vu [il61] que deux fonctions uniformes et 
continues dans toute Tétendue du plan et ayant les mêmes zéros 
et les mêmes inGnis, chacune avec le même ordre de multiplicité, 
sont égales entre elles, à un facteur constant près. 

La fonction de x 

est doublement périodique, ses périodes étant it et 21p. Elle admet 
pour infinis doubles les zéros doubles de [^^.(x)]^, et par suite les 
zéros du carré de celle des fonctions 

j- I I I 

sn - » ? > 



Jj X X or 

sn ~ en - an - 
is 1; 1; 



qui a pour numérateur B'^[a:). 
Par exemple, la fonction 






admet les mêmes infinis et, de plus, les mêmes zéros que la fonc- 
tion 

.r 



sn* - 



I — 



sn' - 



Pour X = o, les deux fonctions se réduisent à Tunité. Donc elles 
sont égales pour toute valeur de x, c'est-à-dire que Ton a 

$,(a-+- j:)^,fa--.rl __ sn*« 

a étant égal à - • 
On établirait de même Tégalîté 

5(a:-f-a)5(x — «) 
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% 

§ VI. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES 

DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 

1351. Les fonctions elliptiques snu, cnu, dnu ont pour infinis 
les valeurs de la forme 

« = 2/?2K-i- [in H-i)/K\ 

et la fonction tn u les valeurs de la forme 

tt = (2/w -i-i)K4- irtiK'. 

Il résulte de là que, si par deux infinis consécutifs, correspondants 
à des valeurs n — i et n de l'indice w, on mène deux parallèles à 
Taxe desx, la bande de largeur 2R', comprise entre ces parallèles, 
ne contenant aucun infini de la fonction, celle-ci sera développable, 
dans l'intérieur de cette bande [1178], en une série convergente, 
ordonnée suivant les puissances positives et négatives de Texpo- 
nentielle 



I 



Remarquons que la même série ne pourrait servir pour deux 
bandes consécutives. Mais on peut ramener le développement pour 
une bande quelconque au développement pour une bande donnée, 
correspondante à un multiple de 2iK! moindre de v unités, en 
remplaçant u par u — aviK', ou x par x — avip, ce qui ne peut 
changer que le signe de la fonction elliptique [1311 J. 

1352. La fonction snu étant impaire et changeant de signe 
quand on remplace u par m 4- 2K, ou a: par x -H tt, son dévelop- 
pement, qui sera convergent dans l'intérieur de la bande comprise 
entre les parallèles u = zh iK', aura nécessairement la forme 

•0 
sna = V a,„[cf»"*+*)'^— c-C*"'-*-*)'"'] 





90 



= \' 2/a;„sin(2m -h i).r. 
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On a [1180], en multipliant Féqualion précédente pare^^'"**"*^"^^u 
et intégrant, 

4*^ ./o 






elte intéj^rale, considérons l'intégrale prise le Ion 
du contour d'un n^clangle {Jig* lo-) ayant sa base sur Taxe des x, 




at'^ — -il- i) 

f : : 

I L — * îA 







de u = o à u = 4^f et sa hauteur égale à un multiple pair de K', 
les infinis situés sur les côtés verticaux étant évités suivant des 
demi-cercles, tous tournés dans le même sens. Ce contour contien- 
dra ainsi dans son intérieur deux files verticales d'infinis, corres- 
pondantes aux abscisses 2K et 4^.* 

Les valeurs de la fonction snu, prises à la même hauteur sur les 
portions OC et AB du contour, sont respectivement égales, et il 
en est de même pour les valeurs de la fonction e"^^"*"*"*^'-^; donc les 
intégrales prises en parcourant ces deux chemins, l'un en sens 
contraire de l'autre, se détruiront mutuellement. 

L'intégrale prise suivant BC pourra être supposée aussi petite 
que l'on voudra si l'on augmente indéfiniment la hauteur du rec- 
tangle. En cfTel, pour n assez grand, l'intégrale prise le long de BC, 



I r^" 

4K. Ja 



.4K 



est évidemment infiniment petite pour n infiniment grand. 
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Donc rintégrale prise le long du contour du rectangle se réduit 
à moins l'intégrale prise le long de la base OA, c'est-à-dire à la va- 
leur du coefficient cherché am» 

Or rintégrale prise le long du contour du rectangle est égale 
[1128] à la somme des résidus relatifs aux a/i infinis contenus dans 
l'intérieur du rectangle. Si nous considérons un de ces infinis, 
ayant pour coordonnées l'une des abscisses qK ou 4K et l'ordon- 
née (av -H i)K', en faisant 



rintégrale relative à cet infini sera égale [I130j à 

2îr/lim V sn[2(xK -h (2y + i)iïs.'h- v]r *'"^-') t.^^-^-i*'-^ )'?+v3. 

•j = 

Or on a [1289 et 1291] 

sn[2aK4-i2v4-ij/K'-hv]:=;— r,2*sn:/K'H-v^ = ^ -, 

donc l'expression précédente a pour valeur 

7.T.t ; llin =Z —!—• 

fi y-o snu k 

Les autres facteurs se réduisant à ( — iji^e"^-'""^'^^-*''"''^, l'intégrale 
sera égale à 

A 

Il faut maintenant sommer les intégrales appartenant à l'une des 
files et doubler le résultat, qui est, comme on voit, indépendant 
de fx. La double somme, pour v infini, est égale à 

27r/ 2é?-(*'"+*)? _ o.7r/ I 

Donc la valeur du coefficient a,n est 

n I 



^m 



i k Sh ( 2 /« -i- I ) p 
et par suite on a, pour le développement cherché, 

2TÎ v^ sin(2/w 4- i].r 
* ' k ^ Sh(2/w4-i)p 
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13o3. Par un calcul entièrement semblable, on obtiendra, entre 
les mêmes limites, le développement de la fonction en m, qui a les 
même infinis quesn». Seulement, en u étant une fonction paire et 
changeant de signe lorsqu^on augmente u de 2K, son dévelop- 
pement sera de la forme 



=r \^ 2 a^ ces [ 1 ni -4- 1 ) .r. 


On trouvera ainsi 

2 î; ^> cos ( 2 m -h r 



1' 7. ' en tt ^r 






/• ^6rf Cil ( 2 fw -t- i)p 




135i. La fonction dnu étant paire et ayant pour période réelle 
2K, son développement, enlre les mômes limites, sera de la forme 

dn « r^ r/o -+- V rf„, ( c^""-^ -+- c-*"'''' ) 



1 

X 



^^ -''0 "^ ^ '^''/M COS2/?IJ-. 
I 

En intégrant les deux membres de Téquation de o a 2K, on aui*a 
d'abord 

2KJ„ 2K.J^ a? ai^ 



= ï;. 



On obtiendra les autres coefGcients a^ en intégrant après avoir 
multiplié pare2wi>^ Qq trouvera de cette manière 

Cn2//<p 
et par suite 

/o\ 1 / ICI cos2/n.r 
3 dn«=:ï:( n-2 > --r- 

1355. La fonction tnu a pour infinis les zéros de en m, c'est- 
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à-dire [1293] les valeurs 



TT 



// ^=z '2/W -t- llK -H 2«/K', ou .r =: 2/» -f- i]- h- 2/I/'û. 

Le développement sera convergent entre les parallèles correspon- 
dantes à u = o et à us= 2 iK', exceplé aux points (2/71 + i)K de 
Taxe des x, qui sont des infinis de tnu. Ces points étant en même 
temps des infinis de tangx, on peut faire disparaître les infinis du 
développement, en considérant, au lieu de Inu, la fonction 

f ( « ] — tn £/ — ^7o tang JT, 

la constante a^ étant déterminée de manière que le second membre 
s'annule toutes les fois que tn a et tango: deviennent simultanément 
infinis. 

On a maintenant [1294] 

•jtn(K -+- 2v/K'-+-v) — ;— i)^utn(K-h v) 

— , _ , ) V- 1 V tn G u = ' — I ) V- » — ^ , 

( ,]v-l 

dont la limite est - — -7 — • La somme des intégrales en question 
sera donc 



OD 



1 
Donc 

et, par suite, 

. ,, vj I ^ir^ , , . „ sînaw.r 

,4) '"''=r[»*»s'+»2;(-')"'?"'chi^ 

1356. On a 

du =2 -^ z= — j a ou a am m = an </ du» 

àf anii 

En intégrant le développement (3) de dni£, on aura celui de la 
' fonction sunii : 

, ^x isr\ 1 sîn2/M.r 

- ^dm Ln2mp 

16. 
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En dîfleren liant les développements (i), (a), (3), on en tirera 
ceux des produits 

cnudniif snudnu^ sna cna = - sin^ am//. 

2 

1357. Si l'on change, dans les formules précédentes, ii en R — //, 
j: en x, on aura les développements des fonctions 

2 

ao 

?->; X? , . cos.'2/?n-i)jr 



« 

, , 9.1; > , . sinf2/i/-Hi..r 

^^' X- ' Ch(2//i-i- i)p 

/ON j ^' r V^ . „ COS2W.rl 

, , I 1 T mn , , sin9.//l.r I 

^^^ A'tnw tangx é^' ^ ' Chimo \ 



^^ïV« <; 



sin 2 /Il .r 



^ ' 2 -^ùirf m Cii2//io 

En traitant les fonctions — » parles principes des n"* 1352 

SHM cnu ^ * * 

et suivants, on trouvera 

i r ' . V^ ,«+! sin(2w -h r.rl 

^ sn </ I sin ^- ^d Sh [ a m + I ; G I 

('") ^ = ;c^ [3^ -^^2 (-')"■« 'chiïï7;r+-TfrJ' 

puis, en changeant a: en - — Xy 

/ ,x I dnK r f ^, ;„^.l cos(aiii-f-i)x"I 

^ ' snctt cntt I cosj: ^^^ ' Sh(2m-hi)p I 

{ A\ t _ dntf _ ï? r f ^ »i+i sîn(2/w-hi)xl 

^ ^^ cncw ~'X'sn//"~^'j sinx "~ ^^ Ch(2/?i H-i)7 1' 
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1338. Ces formules sont d'autant plus convergentes que le mo- 
dule k et la quantité q^ qui en dépend, sont plus petits. Elles 
deviennent, au contraire, d'autant moins avantageuses que k et f/ 
sont plus voisins de l'unité, et, par suite, que k' et q' sont plus petits 
cl p' plus grand. Il est facile de transformer ces développements en 
d'autres qui sont d'autant plus convergents que les premiers le 
sont moins. 



On 



■ • 



aura ainsi 



1 Thx' + ^2(- 






^ Cil ^// A- Chx' -^^ ^ ^ Ch(2A;2 -4- i)p 

Ch.r'^ -^^ ^ ^ Sh(2//i-M)o' 

, ^ . sn' iu 2 ï;' ^^ SIi f 9. m -h 1 ) .r' 
i8 In" = -^— = -77- Aeut \-l^ 



suc' //* 



;'9) 






am 

m-- » 



V^ (- ' )'" 7 "^ Sh ( 2 ;/2 + I ) x' 

== arctange* H- 2 > ^ — • 7:7-7 —7 » 

° é^ '2m-hi Sh{2m-|-i)/) 



ot de même pour les autres formules. • 

1359. Cherchons maintenant les développements en séries des 
carrés des fonctions elliptiques. 

Si l'on élève au carré les deux membres de la formule (2) [13S3], 
et que l'on pose, pour abréger, 

Lïi tip 
on aura 



00 00 



(r^<^n") =y y P,„i+iPt/n'+iCos[2/w-f-i)xcos(am'-ri)x 



OD 00 

= - \] y Pï/«4-i Pjw'+i [cf>s [im-{- 2 /w'-i- 2 ) .r -h cos [im — 2 m') x]. 



2 ^^tn "~"m 
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Le terme constant du développement s'obtiendra en faisant, dans 
le second cosinus de la parenthèse, ni = m!, ce qui donne 



^'o 









Calculons actuellement le coeflîcient a^ de cos a« x. Les nombres 
m, rtJ n'étant jamais négatifs, il faudra prendre pour termes de a,i 
d'abord, parmi ceux qui multiplient le premier cosinus, les termes 
dans lesquels am -h 2 w'h- 2 = 2/1 ou ni'=zn — m — i, ce qui 
donnera la somme 



m=zn — \ 



1 éim 



1 

m—0 



Or on a l'identité 



Sh;3 Sha Sh(|3 — a) 



Ch«Ch(^ — a) Cha Ch(;5 — a) 



Cha — Sha Chfâ -a)— Sh^3 — «• 

z=z l h 1 — : 

Cha Cli(,6 — «;, 



Don( 



Cha Ch^.-S — « 



ip P 



• , r m+l 11-/11—1 1 

= — !_ , Z— î "i - . 

sh 2/îp L 2 ch [ 2 w -i- 1 ; 2 ch ^ 2/« — 2//i — I ; j 

En sommant cette expression depuis m = jusqu'à m=-n — i, 
les sommes relatives aux deux derniers termes sont égales entre 
elles, et l'on aura, pour cette partie de a,,, 

P n— 1 

(A) 



[H — 1 





Pour les termes qui multiplient le second cosinus, on devra 
prendre ceux pour lesquels m — m* est égal soit à -f- /i, soit à — n\ 
les deux sommes ainsi obtenues étant identiques, il suffira de 
prendre l'une d'entre elles et de la doubler, ce qui donnera, pour 
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cette partie de ««, 
L'identité 



'm 




— — 7r — -4- 



Ch«Ch(a + ^j Ch« Cli(a-^S) Clia Ch[oL ~r [^) 

donne, pour cette somme, la valeur 

[39 m + - 00 n + m + - | 

-^,„ Cl)(2/W -|-l)p -^,„Ch(2/H- 2//I -r- 1)0 I 
-J 

En réunissant les deux parties ( A) et (B), on aura, pour la va- 
leur du coefficient demandé, 



"«^Sh 



[«0 m +- » /i + //i 4- - I 

y — ^-J V ? . — 
« '0 ' -J 



Or les deux sommes de la dernière parenthèse forment deux séries 
convergentes, composées de termes identiques chacun à chacun ; 
donc elles se détruisent mutuellement, et il reste simplement 



d'où enfin 

en 

ho) 



II 
Î5n2/zo 



j 2 y;- [ V ' ^ cos2/i.r I 

1360. Pour obtenir le développement de sn^u, remarquons que 

k ik 

la valeur (2) de — cnz£ se change dans la valeur (1) de — snw, 

2Tt 21} 



T7 



lorsqu'on remplace, dans (2), x par - — x et îp par - — ip 

(ou q par — </). On aura donc la valeur de 5 sn^u si l'on fait 

2 ij 
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/.î 

la même substilutîon dans la valeur de — rcn-//, ce qui donne, 
par un calcul très-simple, 

I , 2ï;* I v^ I ^^ coS2/î.r I 

I Sn'tt =::= I > o > /f I 



l^-'.- ^ 



8^ 



•" I 7 r z — T": — 7 z- c^s in.v \ 



Les deux formules ( 20 ) et (ai) donnent, comme on devait s'y 
attendre, pour cn^ u -f- sn^ m, une somme constante qui est la même 
pour a = o, c'est-à-dire Funité. On en conclut la formule 

(..] H ^ (^^Y = .,y\ __l ^^ ■ 1 

^ ' T,' \ ^ J ^ lCIi';2/* — I Slr^2« — ij/aj 

j 

qui fait connaître la valeur de K au moyen de celle de k et de celle 

K' 
de p ou du rapport — • 

En ajoutant les formules (20) et (21), où Ton aura fait dans la 

première x = o, dans la seconde x = -j il viendra 

2 

V3* -^ Ch*f2// — 1)0 hh2/?o 



1 

00 



v;* ^^ 1_ Sli* ■ 2 // — I j (0 Sli 2 /< p J 



Si delà somme de ces deux égalités nous retranchons Tégalité (22). 
il vient cette autre formule plus simple : 



1 



1361. En opérant sur la formule (3) comme nous avons fait 
sur la formule (2), on obtiendra le développement de Atï^u sous 
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la forme 






,1 %"^ ï ^n COS2/IJ: I 

^Ul'2//p ^ Sh2/7p 



§ vu. 

TRANSFORMATION DE LANDEN. CALCUL NUMÉRIQUE DES INTÉGRALES 

ELLIPTIQUES DE PREMIERE ESPÈCE. 

1362. Si, dans Tégaliié 

u~ =argsn 3, / , 

on change A^ en -9 l'intégrale u se changera dans la suivante, 

= k \ = ///, 

. 0— •)(■-;:) ■'■■ >''--'-'■=■■ 

ou encore, si l'on change z en Azi, 

«'= / ^ ^^ — - = argsn[3t, / ) r=. arg ( |i /) » 

Donc, en égalant les deux expressions de w, on a la relation 
(i) argsn^z, M=:/argsnf|i /j, 

d'où l'on lire, réciproquement, 

(2) s zir sn [ /l/, -- j : .: / SH f //, / ) . 

Donc si, dans la fonction sn(M, A), on change le module A en - > 
et l'argument u en Aa, la fonction sera multipliée par A. 
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De l'équation (a) on lire, pour les valeurs des autres fonctions 
elliptiques de Ikuy j 

1 en ( ///, - j rrr y/l — 3* == y/| — X*SI1* ( U, k ) := dn (/l, / , 

(3) ! ^ 

En posant, pour abréger, 



on en conclut 



tang - am ( ku, - j r= /, 




- en [ku, '- ) 



^^' \/ I i\ V i-t-dntt i-+-dntt 



— du £« k sn II 

— . - =1 CtCi 



I -h en 



('«• 7) 



On en tire, réciproquement, 

ï — /' , o.t 

dnw =: ri A- Slltt = r» CtC. 

I -T- /' I + /* 

En faisant snit = z^ et substituant ces valeurs dans Téquation 



Jo v'(' 



on aura 



ku z=z I — 



-fv- 



"1 • "-•■ 






v'-m"'V-(^)"" 



1363. Si Ton pose maintenant 



2 I H- A 
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l'égalité (5) deviendra 

(6) Lt£«... r _!-_ _ . 

Donc, si Ton considère un nouveau module / et un nouvel ar- 
gument 1^, liés aux anciens, k et ii, par deux relations auxquelles 
on peut donner les formes suivantes : 

" I 4- it I -h X- I H- / I -H / 



-r- X'' 
(8) Pzn w, // = — — ^1»=: (l -I- /)i', ku'~—7.)[l.V, 

J^ I 



et dans lesquelles a et i^ varient dans un rapport constant, les fonc- 
tions elliptiques correspondantes aux deux systèmes (//, k), (t^, /) 
seront liées entre elles par la relation 



Nous conviendrons, pour abréger l'écriture, de rapporter au 
module / toutes les fonctions elliptiques de l'argument v où le 
module ne sera pas explicitement indiqué. Nous aurons, d'après 
cela, 

V^/ .snp :— t = tiing - am ( kti, - j nr i / - 

(lo) { 

V' I -4- /• sn « — v' I — /i sn // 



— diw/ 



dnu 



I 



— == => 

^i -h k snu -h V ' — ^^ ^"" 



ce qui donne 

-+- X* sn « I -}- y/ . sn p 
1 — v^/.snp 



(..) s/î 



— X- sn u 



On voit par là que z = snu et j)'" = snç' sont liés entre eux par 
une relation du premier degré en z et du second degré enj^. Cette 
transformation du système (z, k) dans le système {y, l) est dite, 
pour cette raison, une transformation du second degré. 

Comme on a <^ ou i, il s'ensuit des équations (y) 
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et (8) que Ton a à la fois 



2 r- 

Si ;> 1% et 1/ > V. 



I 4- I 



Donc la transformation précédente diminue à la (ois les valeurs 
du module et de l'argument des fonctions elliptiques. 

136i. Des équations (lo) ou (ii) on peut tirer les valeurs de 
toutes les fonctions elliptiques de (f, /) au moyen des fonctions 
elliptiques de (//, A). On trouve, par exemple, 



(,.) 



/ /i-hX' /i — dn// 
sur zr- 4/ 1/ — -, 



CWV r_ 



/ ). /ànu-^-k' 



tlH» I 

-, — =: tn«, 

/ 

SlICf 



(.3) 



__ /\ -\- /.' /diitt — /' 
" V i"^^^^ V /' H- dn tt 

^ v/^ y" 

/ 2/' / I -I- diitt 

dnci- 

— _ I — / tn w. 



I — du M 

cncrzrii/ rr 1/ t: j 

-4- du // 



Inrc 



A ces formules on peut joindre celles qui donnent les fonctions 

elliptiques du double de l'argument v. On a, par les formules ( a4 ) 

dunH3i5, 

rn*w — sn'wdn'ii 



en 2 « r. 



dn*i/ — /*sn'//cn*tt 



dn 2 « := 1*1 

I — A^siri/ 



TRANSFORMATION DE LANDEN. 

Si l'on pose, pour abréger, 






\/ 1 4- dn 2 a =: IJ, 
y/_A_ v^diia«-Hp = S, 

y/_2_ Vcln2«-A' = T. 
on aura, par les formules précédentes, 



S T 

dn2('=— » cn2i' = -- 



Or on trouve facilement 



y ( S + ï) - 1= I + en 2 « — — ( I — lin 2 /« ) , 
"7 ( S — T j' = I — en 2 « — -; ^1 — dn 2 // 1 . 

En mettant pour en 2//, dnaa leurs valeurs en sn-/i, il vient 

2(1 - A^sn*ttj 
I — A*sn*w 



I -f- 



I — dn2M = 



I -i- en 2 // - 



2 /•' ( sn* u — su* Il ] 



I — /*sn*// 

2(1 — sn* tt ] 



1 — en 2 w 



1 — X^ sn* u 
1 ( sn' u — A' sn* // ) 



1 — / * su* u 



D'après cela, 



v'2 . A'sn' u 



S -+- T _ _v/2 .cn« //_ S — T _ 

2 V^i — /-*su*tt ^ v^i — A'sn^tt 



et par conséquent 



, en' u -h X:'sn' // m' u — / 'sn' u 

dn2P=: r-2 9 Cn2l'=^ 7—i > 



dn'tt 



dn'tt 



ou, sous une autre forme. 



(•4) 



dniii>=:cnu sncu 4- sni/ cnci/, 
en 2 i' = en tt snc « — sn « cnc u. 
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1365. Puisque -est constant, on aura, pour« = K, v^- K. 

Or les formules précédentes donnent, pour m = K, cnp = o, sans 

que la fonction cn^ puisse s'évanouir pour une valeur de u coni- 

])rise entre o et K, et, comme u et v croissent dans le même sens, 

I _4_ /.' . 

il faut que la valeur K soit égale au quadrant elliptique L 

Jm 

correspondant au module /. On a donc 
(i5) L=Î-:^K. 

13e même, si l'on change u en iw, p se change en iV, et la valeur 
(12) de cni^ devient 



I / '• /iixi II — Xcii'// I ^' /' 

cil' I' y I — k' y du' u -\- cu'/i y i — k* y 1 



— /•' snc' u 



snc u 



On aura cn'i' = o, et par suite i^ = le quadrant complémentaire L' 
correspondant au module /', lorsqu'on donnera à u une valeur telle 
({ue l'on ait 

snc'// rn sn'(K'dbi/)::^-- i-^sn'3K', K'±//— 3K', 

d'où zii/f= 2R'. Gomme u et v sont de même signe, on prendra 

ici le signe -H, de sorte que 2K' et L' sont deux valeurs correspon- 

I -I- /•' 
dan tes de u et de v. Donc le rapport de ces deux valeurs est > 

c'est-à-dire que l'on a 

(16) L'=i±-i'.2K'r=(i-f-/')K'. 

Les équations (i5) et (16) donnent 

, , L' K' K' 1 L' 

(17) L^^K' «'^ K^ÏL- 



Donc, si l'on désigne par 



L' 



ce que devient la quantité q lorsqu'on change h en /, on aura 

(18) r = ^% q — ^r. 
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1366. Si Ton représente snu par z, snk parj', Téquallon (lo) 

\/i -h /z — V ' — ^'2 



rv 



//--^ 



^/i -i- Az -h V * — ^^ 



pourra s'écrire sous la forme 

IQ) /£= ■ ' 

\ ^} n- z^* 

Telle est la forme la plus simple de la relation entre les fonctions 
sni/y sni^y qui a fait donner au passage de Tune de ces valeurs à 
l'autre le nom de transformation du second degré [1363]. 

1367. La transformation que nous venons d'exposer, et dont la 
découverte est due à Landen, fournit une des méthodes les plus 
simples pour le calcul numérique des intégrales de première espèce. 

Si Ton applique plusieurs fois de suite cette transformation, on 
obtiendra une série indéfinie de modules complémentaires 

/' k- k' k' 

dont chacun se déduit du précédent en vertu de la formule 



Le calcul des quantités h'^ acquiert une grande symétrie si Ton 
pose 

auquel cas la formule (ao) devient 






m„ ' {(w^_,-f-/ip_i)' 



le rapport des nombres np^ nip étant seul déterminé, on pourra 
supposer ces nombres respectivement égaux aux deux termes de 
la fraction du second membre, ce qui donne 
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La clêteriniDatioii de ces deu\ suites de nombres modulaires se 
fora donc par le calcul de deu\ suiles de moyennes, les unes 
arilhméliques, les autres géométriques. On aura ainsi successive- 
ment 



m ^ n #w, -•- #f, 



/W - I , m rz:^ * /!/* 



Ces deux suiles sont Tune décroissante, l'autre croîssanle, et 
chaque nombre de la seconde est toujours moindre que son cor- 
respondant de la première, tandis que la diOerence de ces deux 
nombres décroît indéfiniment. Les nombres des deux suites tendent 
ainsi vers une limite commune r, comprise entre i et A', et dont 
ils se rapprochent très-rapidement. 

En même temps, les rapports ''21) convergent vers l'unité, eU 
au bout d'un petit nombre d'opérations, on parviendra à une 

valeur A' sensiblement = 1. On pourra considérer alors Ay,=y^i — A^~ 
comme nuj, et par suite K^ comme égal à -• C'est ce qui résulte de 
la relation (i j ' du n° 1365, d'après laquelle on a 

— ^ — iP --. 

Kp ne pouvant jamais devenir moindre que -> K' doit donc croître 

indéfiniment, et, par suite, h'^ doit converger vers l'unité etA^^ vers 
zéro. 

1368. Cela posé, la relation entre deux quadrants consécutifs 

K - ^ r - '""-' K 

'^ tn, '^ 



H-Vt '"P 



amènera la suite d'égalités 



K m K, /M, Kp_, mj^y 

y " ~ > • • " J — -_ — — i 

Kl //Il Kj ///j Kp tUp 



qui, étant multipliées entre elles, donnent 



m 
nip 
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Si p est assez grand pour qu'on puisse supposer rrip égal à la 
limite >}, et K^ = -9 on aura alors, à cause de m = i, 



2 



lî 2 

Si Ton fait le calcul analogue en remplaçant le module A' par A, 

on obtiendra la valeur du quadrant complémentaire K^, et par suite 

celles de 

ùz=zr,\\.\ <7 = e~'?, etc. 

1369. Considérons maintenant une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce et d'argument quelconque, donnée par son module A 
et par une quelconque de ses fonctions inverses snz£, en m, ..., 
ou, ce qui revient au même, par son amplitude cp : 



^'' Jo A? 



Aux diverses valeurs de A' obtenues par la transformation pré 
cèdent e correspondent diverses valeurs de dnu ou A'^, En rem- 
plaçant A' par sa valeur (21), et posant 



Xp = sjrnl cos* y,, -h n^ sin* ^,, , 
on aura, pour la ^'*'"® valeur transformée, 



dni/., =: — . 
nip 



Si l'on substitue dans la troisième équation (la) du n» 1364, 






la valeur précédente, on aura généralement 



mp V 'W/» V 'Wp-i + V^-i 



En posant- maintenant 

'^ nip ^ Vp 
H — Cours de Cale, ittfinit., IV. 1 7 
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on en tire les deux formules 



'^ V '"/> V «-+-.VI V ''V V '-Hv^i 

au mojen desquelles on formera deux suites de nombres, 

4^f 5*1» ,"■!» • • • » /*;»i • • • t 
V, V|, V|« . • .y *'/>* • • •* 

correspondants aux nombres modulaires m^, Up. 

Les nombres y^ = my,Uy,r=: ^ tendront vers la limite 



\!r^^:^^s'y -\-rM\w^y —r,^ 



et par suite les nombres ^py Vp vers l'unité; donc —^ tendra aussi 



nip 



vers l'unité. Or on a, d'après les formules de transformation (8) 
du n° 1363, 



mp 



d'où l'on conclut, comme au n° 1368, pour^ suffisamment grand, 



iip 



Donc la limite de Up est r,u ou x. 

De plus, par la quatrième formule (12) du n^ 1364, 

tniip. , = -; -— tn#/„, 

fHp ôntip \p 

et, lorsque p est assez grand et A*^ sensiblement nul, tnu^ se con- 
fond avec langiip ou tangj:. On a donc, en multipliant entre elles 
les égalités 



Téquation 



m /ni 

tn II =^ — tnir., tnii. =: — tnaj. 



/n /ft| /itp_| 
tnn = tang9 = • • • —- — tang 



d'où l'on tire, à cause de m = i et de \p = r, 

tang J- = ic . f*! ttj . . . i^p^i tongf , 
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Connaissant x au moyen de cette équation, on en déduira la 
valeur de 

F(y)=:« = ^- 

On aurait également pu, en partant des formules 

( I -h XM sn « ( I -h A' ) en // 

I + dnu ^'4-dn£l 

calculer des expressions de sino:, cos x, analogues à celles de tangjr. 
Le calcul numérique de ces expressions est notablement simplifié 
par l'emploi des logarithmes d'addition et de soustraction. 

1370. Les mêmes nombres modulaires qui ont servi à calculer K 
peuvent aussi conduire à la valeur de q^ et par suite aussi à la 
valeur de K'. Pour le démontrer, posons 



T='-^''- 



I +3 






produit dont il est facile d'établir la convergence, lorsque q est 
moindre que l'unité. En vertu des identités 

>-7'=(«-7) ;'-+-9). 



le produit pourra se mettre successivement sous les formes sui- 
vantes : 



=<-'><-)H^)''(^)'- 

.1. 
= ('-9)('-?)^('-7)'(^)'--- 



ou enfin 



. 1 1 1 



T = (i-î) • * • - = (1-^)', 

•7 
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ce que Ton aurait pu conclure imniédialement dé la première 
transformation, qui peut s'écrire sous la forme 

T:z;i-7)v't. 

On a donc, quel que soit y, 



1 « j 

8 



'-^^0-4-7)^rH^)XTT7^) 



• • • • 



Or nous avons trouvé [1336 ] 

*^ 11, + <,«"-!' 
et par suite, la transformation de Landen changeant q en ç^ [1365], 



v^'-=n ; 






(T-VJ ' 

* '2" 11 ,_j.,yMt//H-l; 



Donc le produit 



V 11 I 



A A ." /• .,* « o • • . /•" .* . . . 

est égal au produit de toutes les expressions 



1 1 



dans lequel on aura donné à /z toutes les valeurs entières, de zéro 
à l'infini. Donc 

4/ • * 



Or, d'après ce que nous avons établi au n® 1336, on a 



1 
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d'où Ton tire, en vertu de la relation MM'N'= i, 

t 

V 

Donc, en vertu de la formule (i), on aura 

ou, en mettant pour h!^k\^ ... leurs expressions au moyen des 
nombres modulaires, 

-^te)X^)'(,:;)--]' 

Connaissant y, on en tirera les valeurs de 

(3) = ilog-^.zv;K'. K'=— logi. 

1371 . On peut encore déduire des formules de transformation 
établies au n° 1364 une méthode très-prompte pour calculer dans 
tous les cas la valeur d'une intégrale de première espèce, donnée 
par son module et son amplitude. Cette méthode est surtout com- 
mode lorsqu'on fait usage des Tables qui donnent les valeurs de 

log ^ correspondantes à celles de logx. 

En appliquant à l'intégrale u deux transformations successives, 
la première changeant (w, A", y) en (i^, /, ^^), la seconde changeant 
(*^? A <7^) en [wy X, <7*), les formules (i4) du n® 1364 donneront 

en 2 iv = en p snc v — sn f cnc c 
dn2u'n= Cl r snc»' -+- sufcnct^. 

Si l'on remplace maintenant les fonctions de v par leurs valeurs 
tirées des formules (12) et (i 3) du même numéro, on trouvera, par 
un calcul facile, 

en ^n» _ I -h v^^ ' dn n — \p? 
dii2ri' "" I— yA' dni/-H v"/-'' 
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ExpnmoD^maîoteDdDtle rapiiort au moven des fondions S-, 

en remarquant que la translMmiation d*? Landen. laissant le rap- 
port - = -- coni'lant. ne change j»a> la valeur du rapport 

^m xr 



il viendra 

cnr»rt I 5, ïj-, ^*' 

du iM ; >, 2x, ^* 

A l'aide de> relations 

1-1-/ i-^\*' i-t-v^' 

on en tire 



4 



2du«-hvZ' ' — 2 7*o»*4-r-t- 2^''or>b-r-+-. .. 



Si Ton fait maintenant x = o dans cette équation, et que Ton 
pose 

1 I — v^ 

il \ient 

« . «i * 
5 « = • 



équation d'où Ton peut tirer la valeur de q au moven de celle de a, 
soit par la méthode des substitutions successives, soit en dévelop- 
pant q suivant les puissances de z par la méthode des coefiicîents 
indéterminés. Dans ce dernier cas, on aura une série de la forme 

En etTectuant le calcul des coelTicients, on trouve 

Si Ton développe à son tour a en fonction de k, on obtiendra 
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celte autre série 

, , X« X* 9.1 /« 

(7 */ ~ "T "+" o" -^ ? -*- 

" • ib 32 io?4 

Connaissant f, on en tirera successivement 

I . I 



(8) P=-H- 



9 



Tfc • • . 1 . . (lllM A® 

Pour avoir maintenant 1/, représentons la quantité —r-j ou —= 



par -, d ou 



Ay — V'X' 



//.' 



A^ -h V /•■ 



L'équation (4) deviendra, en y négligeant les puissances de q ou 
de a supérieures à la huitième, 

(9) cos'J4.r= — [1 — ^OL* [i -^ :")a^)sin'2.r]. 

En résolvant cette équation par approximations successives, lors- 
que a^ n'est pas négligeable, on aura la valeur de nXj et par suite 
celle de 

l" [yjizr 1/ m - . 2.r. 



ik 



1372. Tant que les quantités k et q ne sont pas très-voisînes de 
l'unité, ces formules seront rapidement convergentes. Ainsi, pour 

Q = arcsinA •<' t> on a <?<' — ^» d'où <7*<^ -7^ » de sorte que la 

4 '23 ' 200000 * 

huitième puissance de q est sans influence sur la dixième décimale. 

Mais si k et q approchent de l'unité, on prendra, au lieu des for- 
mules précédentes, cette autre série de formules, d'autant plus 
avantageuse que k el q seront plus voisins de i ; ces formules se 
déduiront sans peine des précédentes, en prenant pour 3-2 et S-j les 
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expressions (i4) da n* 1346. 

1,-^7 A, I , — , ^_ f 

-• I -h V* \k.CKiS9 \k » — -s 

S — % 

• • * 

.*"/ lO J2 1014 

-.» « ' - . . ^ 

1373. Exemple. — IV>po>ons-nous de calculer la valeur de 
rînlégrale 



' ? //» _ 



» o V ' — it'sin*» 



correspondante aux valeurs 

» r^ «»^.9 Si* , 

i -^sino^,8 =sin~2* . 

Nous sup(H>soix>ns que le lecteur ail entre les mains une Table des 
logarithmes d'addition et de soustraction, disposée, par exemple, 
comme colle qui est contenue dans les pages 8 à 1 1 de notre 
Recueil de formules eî de Tables numériques. De plus, on a un 
immense a\antage à employer, dans ces sortes de calculs, les Tables 
construites suivant la dixision décimale du quadrant, telles que les 
Tables do Plau/.olos, ou colles de Hobert et Ideler. 

Il faut commencer par calculer les valeurs des constantes K, 
^, K', qui dépendent du module l\ Xous emploierons d^abord la 
transforma lion de Landen. On a les \aleurs logarithmiques sui- 
vantes : 

/ : sin j ï .Q^Sao 6 

/ ixx^- 1,489982 
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d'où 

m=i 0,00000 

«=>(' 1,48998 

n 



1 



m 



4899^ 



iH — o,ii6o5 

m 

^ T»69^97 

'"" ï>4899^ 

A/1 -f- // o ^ 

Wi = î,oi5q2 

/?, — v'w// î»744î)9 

''1 



1 



//i, 



9^907 



IH 0,20701 



/lî, 



m 



— î,5i48o 

2 '^ 



m 



j//, 1, 56091 



'Wy.^ 1,78190 

/i, = ^'"i''i ï » 78046 



S ''99^^^ 

iH ' o , 3oo3 1 

"l^ 1,48087 

2 



7/1 j /y, 1 , 5t)236 

m^-z/t^==r, 1,78118 

- O , I q6 I 2 



K=: ^ <>»4'494 

2jq 
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Pour calculer q, nous prendrons la formule (2) du n^ 1370. On 



trouve 

1 






T. 96454 



1 

ï »999^4 



h 1,964 18 

/i* ï ,8<)754 

^' ï,95*^« 

16X o,6<>Jio 

q ï, i5485 

i o.845i5 

Kig dec - î ,9i6c4 

Riod. dt?s Ky. dec. 0,36111 

^x — 0,08111 

R* o,?o6»ï5 

1.0 calcul aurait été un peu plus simple 51 Ton a\ait commencé 
|vjir I4 dctermiuativ^n de R', On aurait eu. de cette manière , 

*i::=i 0,00000 

t —i T,Q7Sii 

î,0~>21 



t 
I O. îlK" -*' 



* 



î-t^*Vir 



w« T.Q^"^*I 
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"^\ î>9^9^4 

^\ î.9%'0 



-^^^ î»9998« 

ni. 
m, 



t-î r 0,30096 

1,68821 



7, 



m; = //, = „' ï»9^9'7 

0,19612 



77 

a 



K' o , 20695 



( 



3 

*'• 5,97996 

i6/( — 1,18233 

'ï 3,79742 

-7 2 ,20258 

mod, des log. déc . 0,36222 

nr/ — 0,29020 

^ 0,41495 

On peut apprécier d'après cela ravantage que l'on a, dans les 
cas ordinaires, à commencer par le calcul du plus pelit des deux 
quadrants K, K^ 

-On a maintenant 

sîn<P f -99461 99 



'i68 



m 



nii 
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sin*« 1,989^398 

k^ î,9'j64i sG 

X*siii*f î, 94565 ^4 

I — A' siiri» = A*5 T -oro5o 55 

Av 1= V = •■* ï ,535?5 

" — />' Ïj4^99^ 

' î'95475 

0,18404 0,18404 i-t-». ... 0,2^898 

ï,535?5 V 1,95473 i-hti... 0,12807 






rti 



15091 



5091 



u: 



1,870^4 v,- i.9^79*> 



///. 



in^ 



0,o34o^ 



'Xi 1 ,935i:î 

' • j I 

. . . -t- 2822 



o,o34o2 i-hv,. .. 0,29802 

1,99395 1-4- £*,... 0,26980 



M -h u, ' 



2812 



A «.w:^^ 



« 'ÎW)7^ 






(i 



'^\ 



'ji./ 



0,00072 

1,99868 

60 



0,00072 



I H- Vj. . . 0,30097 



vj 1 , 9998S I -h îij. . . o , 3oo37 



60 






, 00000 



Vj . . . . 0,00000 



:^i = >j ~ i 



« 1,78118 

tx, î, 9351 2 

'/-i T >99868 

tangv o,8oo?9 
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UngJ^ 0,5l527 

.r = o*ï,8i i36 

or (en quadr.) T ,90922 

K ; 0,4 «49^ 

u o , 324 I 7 

On aurait pu aussi calculer directement K — m en remplaçant 

dnu et tnzt par dncu = — > tncw := -r-, » ce qui aurait un peu 

abrégé les opérations. 

Appliquons maintenant au même exemple la méthode du 
n** 1371. Il est avantageux dans ce cas de faire usage de la Table 

I I .TT 

qui donne la valeur de la fonction log pour chaque valeur 

de logx. 

Dans l'exemple actuel, on a 

V^^' ï»74499 

I -+- V^^' ' i-y/r 
-= — 0,54449 

2a î, 45551 

a « î , 15448 

a* 4»6l792 

1 + 2a* 36 

a(l4-2a*) = 7 ï, 15484 

(l-f- 2a)' 0,21812 

I -4-4«* 72 

— 0,19612 

2 

K 0.41496 



17© 
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\o î,535a5 

\^ ï»:4499 

-^ î'79«>^ 

Aï 

1= ^ -î,3:î54 

in — ^ 

i« î,4^^^i 

C«»S!1X, — Î.C)I9o3 



Mil"?.*, 19 49^ 



I 



î a* — 3 , ^20 

— 41'Mirix, — |.7'3 

I— Ji'siir?.-r, — i3 



cos 



2 r — I «9 ï ^^^ 



2J- =: 1^,62272 

jr=ror8ll36 
Ole .... 



§ VIII. 

DES IMTÉCRALES FLLIPTI'^rES DE SECONDE ESPÈCE. 

1374. Soil riiUéîrrale 



I— iC*3* 



'='''=V^T^- 



Kii suivant la m^me mêlhode qu'au n* 1S62, on verrait d'abord que 

celte inléîrrale admet les mêmes points de ramification et les mêmes 

contours élémentaires que T intégrale elliptique de première espèce. 

Si Ton parcourt le contour élémentaire (-h i), Tinlégrale prise 
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le long de ce contour sera égale à 2E, E étant V intégrale com- 
plète de seconde espèce 






On reconnaît ensuite que , sî l'on parcourt alternativement les 
contours élémentaires (-h i) et ( — i), l'intégrale croîtra d'un 
multiple de la période sE, le radical ayant, à la fin, le même signe 
qu'au départ ou un signe contraire, suivant que le multiple en 
question sera pair ou impair. 

1375. Supposons maintenant que l'on parcoure le contour 
l-h-|» en évitant le point -h 1 sur un demi-cercle supérieur, de 
rajon infiniment petit /*. On aura d'abord, de o à i — r, Tinlégrale 






dont la limite est E. 
Si Ton pose 






l'intégrale prise le long du demi-cercle sera 






dp, 



OU, Z étant sensiblement constant, 

(2-h2/)/-*Z. 

Donc l'intégrale prise à partir de z = i-hr aura une valeur imagi- 
naire positive, de la forme •+- ili^ : telle sera donc la forme de l'in- 
tégrale 



L V^' 



'2~'I LIVRE VI. — CHAP. IV, § VIII. 

dont la limite esl 



X'- y/^ 



Si Ton fait, dans celle dernière intégrale, 



-j 



elle prendra la forme 



ou hien, en introduisaal raniplitudc (f'= arcsinz', et posant 



Or on a [1303], en faisant / Aj-,' = V|, 

ri _ sinf cosf 

c'est-à-dire 

rintégrale E'(cp') correspondant, ^omme A'y', au module A*'. 
Donc 



X-'V^-lX^-X^'''^''-^^^'^) 



et, par suite, 



/*\/^r = '■(K''-E■)='•^^ 



g^ étant positif. 
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A partir de z = - jusqu^à z = oo , chacun des deux radicaux 

\ji — z^^ \J \ — k' z"^ ayant été multiplie par /, leur quotient sera 
réel et positif, et il en sera de même de Téiément de l'intégrale 



r-s/'-^-f- 



c"l par suite de Tinlégrale elle-même. 

Si maintenant, du centre O avec un rayon infiniment grand R, 
on décrit un quart de cercle allant de l'axe des x positifs à Taxe 
des j^ positifs, l'intégrale devient, pour z = Re'^, 



If 






Enfin l'intégrale prise depuis -h loo jusqu'à o sera 






En égalant à zéro l'intégrale prise le long du contour total du 
quart de cercle, dont Faire ne contient aucun point de ramification, 
on aura l'égalité 

E -4- / (R' — E' ) -f-/« -+- A R (i — i) — i/i = G, 

qui se décompose dans les deux suivantes : 

E-hp— A II = 0, K' — E' + AR — // = o. 

Le terme /^ étant positif, — ArR doit être négatif, et, par suite, 
Â*R doit être positif dans la seconde égalité. Donc l'intégrale 



/ ^ V/ T' ^^^^ ^^^^ négative, comme il était aisé de le voir 

a priori, et elle est infinie avec R. 

On a donc enfin, pour l'intégrale prise de ; à -h j» suivant le 

chemin indiqué, 

E-h/(K'-E'). 

H. — Court de Cale, infinit., IV. 18 
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Donc l'intégrale prise le long du second contour élémentaire sera 

Si Ton ajoute maintenant aux parcours répétés des quatre con- 
tours élémentaires un chemin rectiligne, et que if soit Tînté^rale 

prise le long de ce chemin, lors({ue les deux radicaux y^i — z-, 

Y^i — k'^z' partent de O avec la valeur 4- i, la valeur générale de 
rintégrale E(ç) ou élu sera 

ela = 2 (/« -h /i) E -+- 2/« ; K' — E' ) -h (— I )'"+«»', 
ou, si l'on remplace //*4-« par ]ut, n par v, 

el« = 2 uE -4- 2v/(K.' — E') -h [— I >»'. 

1376. D'après la définition, on a 

o «/o 

On en tire aisément [1308] 

sn'udu =r X* 1 {l^ =z u — eltt, 

o */o f 

cuMu/tt = X» / df =. e\u — k'*u, 

tn*ttr/ii = X'* / "^ • df =1 tniidnw — elw. 
Si Ton change u en tu, on a [1319] 
-el(iK)= 1 dn'/ar/tf = / — —- du=z j — , ' 

Or on déduit facilement, de la formule (i) du n® 1306, 

' — —- = tn'ttdn II 4- X*ii — el'a. 
- en «Il 
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Donc 

(5) ~e\iu = u — el'tt + tn'tfdn'w. 

1377. Le théorème d'addition pour les intégrales de seconde 
espèce. — Reprenons les notations du n? 827, V, et posons, de 

|)lus, 

E(y) + E(yJ = U. 

On en tire, en différentiant, 

(6) ifdf-{-^x,dx = dV^ 
équation à laquelle il faut joindre la suivante : 

^ -+-^ = o 
ou 

Cette équation, ajoutée à Féquation (6), donne 

^U —(Af) + Ax) [df -I- dx). 

On a d'ailleurs, en posant cf -f- ;j = /;, 

^ . * «. At -4- î 

A» -f- Ay 1= B smp, ou B = — : : 

^ '• sino- 

donc 

dlJ = B8Ïnpdp, 
d'où 

U = — B cosp •+■ C, 

c'est-à-dire 

E(?) + E(x) = --^^cos(yH-x)-HC. 

Pour déterminer la constante G, faisons cp = o, d'où ;^ = a, et, 
par suite, 

^ , , At -♦- f ^ 

E ( (t) = : coso- -f- C. 

^ ' suio- 

On en tire, par soustraction, 

E(f ) + E(x) - E((r) = - ^^j^ [cos(y 4- x) - cost], 

i8. 
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on, en vertu de la relation trouvée au n» 827, 



£(?) + E'>J -E;(t) z= -^r— ^ siny sinx(i -- A(r), 



S1117 



ou enfîn 



E(y) -4-E(/) — E(<r) =1 /'siu^sin^sino-y 



c'cï»t-à-dire 



17; 



eltt H- eli* — cl(tt + v) =- A' snu soc^sn^ii 4- *»). 



Si Ton suppose 
il vient alors 



u -i- v — K^ 



c\u -t- cl ( K — u] — E = X* sn tt snc u = /' 



sn u en u 
dim 



1378. L'écjuation (3) conduit immédiatement au théorème de 
Kagnano [7i6j. Si Ton désigne, en effet, par asin^, icosç les 

Fi g. 108. 




coordonnées du point M' {^ig. 108), et par asinj^, icosjf celles du 
point M ; si, de plus, on pose 

ç>-iam(tt, /), x = am{v, k), 

k étant égal à l'excentricité de Pcllipse, on aura, pour ç» = K — 11, 



c'est-à-dire 



E(?)+E[/.)-E = ~-^, 



expression égale à — A ou à MT, si Ton a pris f =: u. 



INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE. 277 

1379. Le théorème d'addition permet d'exprimer, à Taide de 
fonctions d'arguments réels, une intégrale de seconde espèce 
ayant un argument complexe u ■+- tV. On a, en effet, par la for- 
mule (7), 

el ( tt -i- /V ) z= el 1/ -h cl w — /' sn u sn /V sn ( a -4- /V) , 
ou, en ayant égard aux formules du n° 1376, 

el(tf -h A») m: eltf -H /(i* — elV -j- tnVdn't») 

(9) { ,• , en// (Inw sn'wrn'w — isnnân'p 

^^ * -f-X»sn//tnV — 

I — dii*//sir*p 



1380. Des formules (23) du n° 1349 on tire, en différentian t , 



Substituant cette valeur dans la formule (24) du n® 1361, il vient 



(In'tt =r,^ 1 I H- 2 



^^ Ch*'2//(j / 



Si l'on intègre à partir de m = o, on en tire 

En faisant, dans les deux membres, a = K, l'équation devient 

d'où, en éliminant la somme infinie entre ces deux équations, et 
mettant pour m sa valeur — — 5 on conclut la formule 

E E 

(11) elii= — a + Z(i/) = --«-MîDj,log5(x), 
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1381. Tliéorème de Le gendre sur les intégrales complètes de 
première et de seconde espèce, — Considérons les intégrales 






comme des fondions des deux variables indépendantes 9 et A* 
Si nous dinerentions F(9) par rapport à /r, on aura 






Or la formule (2) du n" 1306 donne, en y faisant r/ =: 1 et remar 
quant que Ton a 



ïih-Kry'^) 



la relation 



T%r./' ït^\ ^ -w^ , \ ^ sîn»cos» 

On a ensuite, de la même manière, 

Faisant, dans ces deux dernières équations, 'S* = -9 on a les deux 
relations 

Les quantités A, A^ étant liées par Téquation 



il^n résulte 



n 



Cl par suite, /désignant une fonction quelconque, 

D*/(X')r^_^D^/(A'). 

Diaprés cela, si dans les formules (la) on change k en A', on 
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aura les valeurs de D;{.'I^'> ^a^^'i et par conséquent celles de 

(.3) D,.K_ — --^--, D,E_^^--^. 

Si, au moyen des valeurs (i) et (2), on forme la dérivée de 
l'expression 

(i4) H = KE'-^ K'E — KK', 

on trouvera que cette dérivée s'annule identiquement. Donc la 
quantité H est indépendante de A*, et sa valeur est une constante, 
qu'il est facile de déterminer. Si Ton remplace, dans le second 
membre de (3), K, R', E, E' par leurs valeurs 

ff TT W ÎT 

O ? t/'o ^ t/O *J o 



où A';j = \/i — A^" sin^;^, on aura [i83] 






7C TZ 



ff 

t/o •' o 



a?aV. 



Cette valeur devient, pour A= o, A'= 1 , 



,"•2 /»2 



Hr= / / C()SxrA^r//=^ 

•-0 Jo ^ 

On a donc, entre les quatre intégrales complètes K, K', E, E', la 
relation 

( -=:KE'4-Iv'E-KK.' 

(i5) \ ou 

E E' TT 

— 4- :=r I -f- ^ — — • 

K K' ?KK' 
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1382. Calcul numcrù/ue des intégrales elliptiques de seconda 
espèce. — On pourrait appliquer au calcul de ces intégrales la 
méthode des transformations modulaires dont nous avons fait usage 
pour calculer les intégrales de première espèce. On trouvera les 
détails de cette application dans les Traités de Gudermann et de 
Schellbach. Nous nous contenterons ici de rappeler les procédés 
que nous avons indiqués dans ce qui précède, et qui sont suffisants 
dans la pratique. 

On commencera par calculer, par un des procédés exposés plus 
haut, les valeurs des intégrales K, K', u et des constantes q, t/. 
On déterminera ensuite la valeur de l'une des intégrales com- 
plètes E, E', en prenant de préférence celle qui répond au plus 
petit des modules k, k', et se servant de la série indiquée à la (iii 
du n" -453. En posant ainsi, dans le cas où A < A', 






on aura 



d'où, en ne conservant que le terme constant, 



Ao^^- cob*- 



•* 



(o:-G)>- ■} 



et, en intégrant de o à -9 il viendra 



Ci -^vi^» 

2 



r 9 

Puisqu'on peut toujours supposer 9 <^ 7 » la quantité tang* -9 

4 ^ 

par rapport à laquelle la série est ordonnée, sera, dans ce cas, 
<[ — ï et par suite la série sera très-convergente. 

Si la série qui donne la plus grande des intégrales E, E' est trop 
peu convergente, on pourra alors tirer cette intégrale de la formule 
de Legendre, établie au numéro précédent. 

On pourrait calculer de la même manière Tintégrale d^ampiitude 
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quelconque E(y), dont le développement serait semblable à celui 
que nous avons donné pour F(9) au n° 455, et où entrent directe- 
ment Tamplilude et le module donnés. 

Mais, lorsqu'on a déjà obtenu u et K ou (f, il est plus simple de 
calculer E et E(©) = élu par les formules du n" 1380, 



K \2K/ \ '"^^^01*2^ *' 






eli/ = j^//-+- — D^lo-^(.r), 

auxquelles on peut toujours donner une forme, très- convergente. 
Exemple. — Si l'on prend, comme au n° 1373, 

y=o*T,9, arcsin/- =^ o*ï,8, 
les formules précédentes donneront 



puis 



d'où 



Y, 

log-^ ::z: 1,6-2688, E == I , I O I I , 

K. 



j^tf — 0,89340, >3 _^z= 0,15735, 



(ilti -~ 1,05076. 



§ix. 

DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE TROISIEME ESPECE. 

1383. Nous avons vu [1308] que la forme générale des intégrales 
de troisième espèce peut se ramener à celle-ci, 

ou, en posant ^ = ami/, 

niamii,/i]= I T- » 
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le module étant toujours représenté par la lettre k, à moins d'in- 
dication contraire. 

Si Ton fait siny = snw = z, l'intégrale deviendra alors 

n (arcsinz, /i = f : — ■> 

et sous cette forme on voit que la fonction sous le signe f a trois 

couples de points critiques, savoir les points ±1,1+1-7» qui lui 

sont communs avec les fonctions correspondantes aux intégrales 
de première et de seconde espèce, et qui, tous les quatre, sont à la 
fois des infinis et des points de ramification de cette fonction, et 

les deux points =t i/ 1 qui sont simplement des infinis. 

En considérant les intégrales prises le long des contours élémen- 
taires qui entourent ces six points, on trouvera d'abord, pour les 
quatre premiers, des résultais semblables à ceux que nous avons 
rencontrés dans Tétude des intégrales de première espèce, ce qui 
donnera, pour Tintégrale, deux périodes, correspondant Tune aux 

contours (=ti), Taulre aux contours fzfcjj- Les deux autres 
points critiques =i= i/ jouiront des mêmes propriétés que 

ceux de l'intégrale 1 — ; [12S7J. 

Nous engageons le lecteur à reprendre sur l'intégrale II tous les 
calculs que nous avons développés dans le Chapitre précédent, en 
traitant des intégrales 

x-hiiz^' Jv''-^' J Vil -5^11 -/'**;' 

On voit ainsi que l'intégrale H a trois périodes. On pourrait, 
d'après cela, être entraîné par l'analogie à en conclure l'existence 
d'une fonction triplement périodique, inverse de cette intégrale. 
Mais Jacobi a fait voir ( * ) qu'on ne peut introduire dans l'Analyse 



(*) De Junetionibus duarum variabilium quadrupliciter pcriodicis {^Journal de 
Crelle, t. XIIÏ). 
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des fonctions périodiques d^une seule variable à plus de deux pé- 
riodes, et nous renverrons, pour ces recherches, au Mémoire de 
Jacobi et à celui de Rosenhain (*). 

1384. Les propriétés de Tintégrale II dépendent princi paiement 
de la situation relative des trois couples de points critiques dbi, 

z i/ Nous avons déjà vu que Ton peut toujours ra- 
mener rintégrale au cas où la constante k est réelle et numéri- 
quement moindre que Tunité. Nous verrons bientôt aussi [1392] 
que le cas de n complexe peut toujours se réduire à celui de 
n réel. 

Cela posé, en ne considérant qu^un seul point de chaque couple, 
on verra que, suivant que Ton se trouvera dans Tun ou Tautre de 
quatre cas, 



V 



(3) 

(4) 



X</1<— I, 

/'</ï<o, 
o<^n<i-\-co , 



représentés par la fig. 109, le point critique — = occupera, par 

Fig. 109. 




rapport aux deux autres, les positions correspondantes indiquées 
par \^Jig. iio. 

Quand le point coïncide avec un des deux autres, nous 



(■) Sur les fonctions de deux variables et à quatre périodes {Mémoires de l'Institut 
de France, Savants étrangers, t. XI, p. 876; i85i). 
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avons vu [1306] que Tinlégrale TI se ramène aux intégrales des 



Fig. no. 



Ir 



(4i- 






• f I 



ttr 



l'i) 



^.«- 

-^i- 



M 



1' 



deux premières espèces, en vertu des formules 



f cir li 
J du'// 



,,. , snr/dnM 
/ ' w — el li H t 



en H 



, , . sn // en n 

ol« — X' — ■ . 

un M 



Pour n 
Pour n 



o, n = M. 

30 , //Il a pour limite [1306, 2**] 



/ 



(/u cnf/dnM 
- ^~ z=z u — 01 1/ 



su* // 



snK 



1385. Si 7ï parcourt Taxe des x, de — ao à 4- oo , alors, dans le 
passage de Tune à l'autre des régions indiquées par les n*** (i), (a), 
(3), (4) sur la//^. 109, le produit 

que Ton pourrai t appeler le nombre caractéristit/ue de Finlégrale II, 
changera chaque fois de signe. Nous verrons que du signe de N 
dépendent les propriétés fondamentales de Tintégrale. 

D'après cela, nous diviserons les intégrales elliptiques de troi- 
sième espèce et de paramètre réel en deux classes : la première, 
correspondante aux valeurs négatives deN, et par suite aux cas où 
le paramètre n satisfait à l'un des deux systèmes d'inégalités 

(i) — x</î<— 1, 

(3) ^X-t<;,<0, 



sera dite la classe des intégrales à paramètre logarithmique; la 
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seconde, pour laquelle on a N }> o et l'un des systèmes d^inégalités 

(2) - I<„<_/^ 

(4) o<«<-|-x, 

sera dite la classe des intégrales à paramètre circulaire. Nous 
donnerons bientôt la raison de ces dénominations [1390]. 

Si Ton désigne par a un argument réel, que Ton pourra tou- 
jours supposer compris entre — aK et -f- 2K ou entre — aK' el 
-I- 2 K', les nombres compris respectivenaent dans les quatre inter- 
valles (i), (2), (3), (4) de Xdijig, 109 pourront être représentés 
par les expressions 

sac' a 
Donc la première classe comprendra les intégrales des deux formes 




fht r" rfff 

, «/ o 



I — 

suc'« 



et la seconde classe les intégrales des deux formes 






du 



-f- X'*tn'*«sii'i« 



1386. Outre les intégrales de la forme 






la troisième espèce d'intégrales elliptiques comprend encore 
d'autres intégrales, liées aux premières par des relations simples, 



savoir les intégrales 



" STi^ndit î , 



I H- // su* u n 



I 

X" cn-nrfn u f i\ 
r- — -H i-H-)n, 
I -4- n sn' u n \ n j 

/ ^ = l-iH n, 

J iH- /ï sn* u n \ n ] 
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dont chacane se partage en deux classes de la même manière 
que n. 

4387. Les périodes des intégrales de troisième espèce qui ré- 
pondent aux points critiques ii= i , ih y sont, comme pour les inté- 
grales de première et de seconde espèce, des multiples des inté- 
grales complètes 

Les périodes relatives aux points zh — t:^= auront pour valeur, 

v/— « 

au signe près, la valeur, pour z = — -- % de l'expression 

V— /« 

... / I \ I ir/i 

aisiuml z - - I _ = = — => 

N désignant le même produit qu^au n® 1385. Cette période est 
donc imaginaire pour les intégrales de la première classe, réelle 
pour celles de la seconde. 

1388. Si Ton change u en iu^ on a 

J^ I 4- « sii'/tf ~^ Jo I — « tii'*a J^ i — (/!-+- 1) sn'"« 



/i-hiL"^ Jo i-(«-+-i)sa'*ttJ 



c'est-à-dire 



n[am/i/, /i, k\ m 1 Ilfam «, — n — i, «^ ). 

^ '»^ /ï-hi n-\'\ ^ ' 

LMntégrale se change donc en une autre, de module complémen- 
taire et de paramètre — n — i . 

Le nombre caractéristique de la nouvelle intégrale, de module V^ 

étant égal à 

-/i(/t-4-l)(/i-hX-'«), 
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celte intégrale n'appartiendra pas à la même classe que la pre- 
mière n (amu, n.,h). 

1389. Tliéoreme d' addition pour les intégrales elliptiques de 
troisième espèce. — Soient Tl[^, n), n(;j, w) deux intégrales de- 
même module et de même paramètre, et posons 

(i) n(3.,/.)-+-n(x, /») = U, 

d'où 



1 1 -h w sin*y) Ay ( IH- /< sin*x) 1/^ 

Si la somme des intégrales de première espèce d'amplitudes ç, j^ 
doit être constante, on a alors 

' ^ Ay Ax ' 

d'où, en éliminant r/jj, 

/t f si n* )^ — sin* f ) r/y 



dV = 



I -4- //(siii*^; + sin*/) 4- n* siii*^ sin*/ Ay 



Or nous avons trouvé [1381 ], pour les intégrales de seconde espèce, 
la formule d'addition 

E(y) -f E(;^) — £(0-) = /•*sinTsinf>sin;;^, 

d'où l'on tire, a étant constant, 

Afdf -h A;^rf^ = /•*sino-.É?(siny sin;^), 

ou, en éliminant encore rf;^ au moyen de l'équation (2), 

A'*!) — A*/ . drp 

— ^*sin(T.£/{sinçsin;^) = df^ Â'^[s[n*/^ — sin*y) — > 

et, par suite, 

n sînT./7fsin^sînx1 



^U = 



I -f- /j (sin*ç 4- sin*x) 4- w' sin*y sin*;^ 



On a d'ailleurs, par la formule d'addition des intégrales de pre- 
mière espèce [827, V], 

(cosa-HsînysinxA(r)*=cos'f cos*x = i — (sin*y -f-sin'/) -h sin*^ sin*Xi 
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d*où, en éllminanl sin-f -^ ^'"'X? ^^ posant, pour abréger. 

siiiv siii/ = /, 

iiD tire 

n ^înT fit 



dV = 



I -r- « biii 7 — -2 /i c« «s y At . / -r- « « -h / - sill* c t' 

On a, par conséquent, 

n 5», #î -h II /. w ^^JdM -r consl. 
Si l'on suppose maintenanl ç = o, il en résultera 

II îr, « = O, yr r=r T, / == o. 

Donc, en intégrant à partir de ç = o ou de / = o, la eonslante 
d'intégration sera égale à 17 a, /i -. Donc 



Ii;5>, n -^-W 



/, n — II 7, // = / </U, 



•^ o 

ou 

rsn M sn i* 

* o 

1390. La nature de cette intégrale dépend de celle des racines 
du dénominateur de dV\ c'est-à-dire du signe de Texpression 

n^ — siirrr .n' n -h T '/? -h /' . = — N sin'o-. 

Le dénominateur de U sei'^ donc décomposable en facteurs réels 
ou en facteurs complexes suivant que N sera négatif ou positif, 
c'est-à-dire suivant que le paramétre n appartiendra à la première 
classe ou à la seconde. 

Donc, si les intégrales n(s, /i), n(;^, n) sont de la première 
("lasse, le second membre de la formule d'addition (3) s'exprimera 
sous forme réelle au moyen de la fonction ArgTh, ou, ce qui 
revient au même, au moyen des logarithmes. Si les intégrales sont 
de la seconde classe, le second membre s'exprimera par un arctan- 
j^cnte. De là les noms de paramètre logarithmique ou de para- 
mètre circulaire, attribués respectivement, dans ces deux cas, à la 
constante n. 
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On trouve, en eflectuant les calculs, pour la première classe, 



I . ^, v'— N.sinysinysino' 

U— . ArgTh TA. 



V/-N 



et pour la seconde classe, 



I 



nnt 



— h sm'o- -h sm^smxcoso'Ao' 



I i/N.sînwsinysino- 

U = —r^ arc tang ta. 



^N 



I 



!in' . 



— h sm'o- 4- sm^ sin;^ cosa Ag- 



1391. Relation entre des intégrales de troisième espèce de 

même amplitude et de paramètres différents. — Si l'on diffé- 

rentie l'expression 

sinocoso 

fy ; . . • 

[i-^ g sin* f ) If 
ce qui donnera 

I — f-i -4- g'jsin*^) -+-(1 -+- 2g")/*sin*y — gk* s\n^(f df 
dtv "=. • — j 

on en tirera, h étant, comme g, une constante indéterminée, 

r"' '^^ _ r^ i— '^-f-g]sin*y-f-!i-h2^)X'sin*y — ^X'sin'y </y 
^ Jq 1 + ^'"'' ./o (ih- ^sin*9>)*A'y -h/isin'ycos'f A^ 

Les deux termes de la fraction qui multiplie -^ 9 dans le second 

Ao 

membre, sont deux polynômes du troisième degré chacun par rap- 
port à sin^cp. En remarquant que la fraction se réduirait à - pour 

sin^cp = 00 , on en conclut que cette fraction peut se décomposer 
en fractions simples, sous la forme 

, , I A A' A" 

(a) — I — .— - — I r~^~~i — I ; — it '~9~ ' 

^ ' g i-H /i sin'ç» I -H n sin*y 1 -h «"sin^^p 

et l'équation (1) devient 

(3) J^'t:^^— . = ^FW + An(y.«)-hA'n(^«')-hA''n(,.«'). 

H. — Cours de Calcul i/i/in,, IV. I () 
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Cette équation contient les huit constantes 

g, /i, n, n\ n'\ A, A', A'', 

liées entre elles par six. relations, savoir, les trois relations obtenues 
en identifiant le polynôme 

(i -\- ^siii'f>)*A'f» -h h sin*y cos'y 
avec le produit 

( I -4- /i sin' y ) { 1 -h «' sin' f> ) ( i -^ /i" sin* ^ ) , 

et les trois autres qui déterminent les coefficients A, A', A^. On 
peut donc se donner à volonté deux de ces constantes et déter> 
miner par leur moyen les six autres. 

Supposons que Ton ait choisi d^avance les deux paramètres /i, 
n\ et que ces paramètres aient ou des valeurs réelles ou des valeurs 
complexes conjuguées, de sorte que leur somme et leur produit 
soient des quantités réelles. On trouvera alors, pour les autres 
constantes g, A, /i^, des valeurs réelles, par la résolution des équa- 
tions 

(4) j ^•-2^X-«-/* = /!«'-+- (/l^-/l')/l^ 

En ajoutant' ces équations après les avoir multipliées i^ par i, 
1,1, a° par A* , Ar*, i , on en tire 

(5) (.^,)«^'.^;«-^i)(;,'^,)(„"^,), 

(6) —AA» /•'•:.:. .> -h X-»)(«'-+-/-»)(/l"-+.Jt«). 

Si Ton déduit de la dernière équation (4) 1^ valeur de 



s /.t 



(7) "=-^' 

et qu'on la substitue dans (5), l'équation deviendra 

■ 

(8) g^[nn' -f- X*(/i 4- /î'+ I V -h a^X'*/i/i' = /!/»'( /i/i'-f. « h- /i'-+- X*). 

On voit aisément que les valeurs de g fournies par cette équation 
sont réelles quand n et n' sont deux quantités complexes conju- 
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guées. On trouve, en efiet, pour la quantité sous le radical dans 
l'expression de g, 

k'^n''n'^-^nn'[nn'-\'n + /i'h- A»] [nn' -h A«(/i-f- «' + i)] 
= W (/i-H i) (/i' -h i) (/n- X-*) (/i' -h /'») = NN', 

N et N' étant les nombres caractéristiques [1385] des deux para- 
mètres 71, Ti', et ce produit est positif, si les deux nombres nrJ et 

nn — ( I sont positiis. 

Connaissant g, on aura /i^par Téquation (7) et A par Téquation 

(9) /'=-;fî^(« + '«')(«' + *')(«'+'l')- 

On a ensuite 

/ï(/i— /i')(/ï — /i"J ' 

d'où l'on déduit les valeurs de A' et de A'' par des permutations 
d'accents. 

1392. Dans le cas où n et n' sont deux quantités complexes 
conjuguées, les valeurs de g, h, ri' étant réelles, on voit que l'é- 
quation (3) donne pour la somme 

An(y, n) -hA'n(y, /?') 
une valeur réelle 



X 



"ïriï-îfW -*•"('■"")• 



dans laquelle entre une intégrale de troisième espèce à paramètre 
réel. En substituant successivement, pour g^ /ï, /i". A, A', A'', les 
deux systèmes de valeurs de ces quantités qui correspondent aux 
deux racines de l'équation (8), on aura deux équations de la forme 

( Ajn(^ n] -f-A;n(^, /i')=ft„ 

d'où l'on tirera pour n(cf, /z) et n(cp, w') des valeurs exprimées au 
moyen de deux intégrales à paramètres réels n(cp, 71"^), n(y, «*). 
Qn peut donc, dans tous les cas, ramener une intégrale à paramètre 
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complexe à des intégrales à paramètre réel, ainsi que nous l'avions 
annoncé [1384]. 

Dans le cas particulier où Ton a 

nn' -h /i -h «' -h /•* = o, 

Tune des racines g^ de Téquation (8) est nulle, et il vient 

/ij :^ o, ^j = — nn' , 

Si Ton fait 

n = fie'*^ n' = li-e^'^j 

on trouvera, en reprenant directement les calculs, à partir de Té- 
quation (i), dans Thypothèse de g^ = o, 

A ) ,tz' 4- ^* -T- f î/'cosv — /xle^'* 

A' I "" /x« ( i — é^*'^) ' 

et la seconde équation ( i o) sera remplacée par Téquation 
(M) A.n(f,«) + A'.n(y,«')=-^;F(f) + iArgTht^îî^. 

1393. Nous avons établi [1350] la relation identique 

5ja H- «)5, (a — .r] sn*« 

On en tire, en la différentiant logarithmiquement, 

D sn' u 
Dxlog^i(« 4- x) - D,log5j(« -.r) - 2D,log5(x) = --^_^, 

d*où, en permutant entre eux a et u, et remarquant que la fonc- 
tion 5i est impaire, 

D sn^rt 

D.log5i(x -f. «) 4- D.log5,(^ - a) - 2D.log5(«) = ^^,^'_^^,^ ; 

par suite, à cause des égalités 

D.log^i (x + «) = D;r log5i (^ — a), D.log^i (x — «) = — D^Iog^j [x — a, 

on a 
D,log^,(x+ «) - D,log5,(x- a) - aD.log5(«) = ^^.^'^^ ^^. 
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On tire de là, en intégrant par rapport à x, 
I I — =— x.D.log^ a -f- -log-^ \, 



\a 1 €iu 



expression des intégrales dont le paramètre est logarithmique et 
compris entre — i et — oo , en fonction des quantités log^-^ et de 
leurs dérivées. 

1394. Nous avons encore démontré [1350] la formule 

d'où l'on tire, en raisonnant comme au numéro précédent, 

, , ,. , /*" sn^udu ^ , -, , I, âlx-i-oi) 

(2) A^snacnadna 1 — — =x.D,log9^(a) log— 7 f- 

^ . J^ 1 — X*sn*asn*tt • o v ; ^ ^^(a; — «) 

Le premier membre de cette équation est l'intégrale que Jacobi 
a choisie comme type des intégrales de troisième espèce et qu'il 
a désignée par II (m, a). Pour éviter toute confusion avec la nota- 
tion de Legendre, dont nous nous sommes servi jusqu'ici, nous 
désignerons, avec Gudermann, l'intégrale (2) par le symbole 

(3) ô(u, a] = A'^ snacnadna I — — -— . 

Suivant le langage adopté par Jacobi, la constante a est dite le 
paramètre de l'intégrale, tandis que, d'après la terminologie de 
Legendre, le paramètre est — k^sn^a. 

En comparant l'expression précédente avec l'intégrale corres- 
pondante de Legendre, on aurait 

(4) B{u, a)= [— u H-n(arai/, —^*sn*a)], 



(5) 



n(y,/,) = F(^)+-^6[F(y), F^arcsin^)] 



La formule (2) donne le développement en série des intégrales 
de troisième espèce à paramètre logarithmique compris entre — k^ 
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et o, comme la formule (i) donne le développement des intégrales 
dont le paramètre est compris entre — oo et — i . 

Si Ton a égard à la formule (ii) du n^ 1380, la valeur (a) de 
j6(m, a) pourra encore s'écrire sous la forme 

(6) S(ii,ii) = afela — -aj — -log 



B-'j: — 



; 



1395. Il est maintenant facile de passer au développement des 
intégrales à paramètre circulaire, les différentes formes d'intégrales 
de troisième espèce pouvant se déduire les unes des autres par les 
substitutions qui transforment les unes dans les autres les quan- 
tités 

\- , — dn'«fl, — X» sn««, /'• tn'»ff, 

que nous avons indiquées [1385] comme représentant le paramètre 
n dans les quatre cas qui peuvent se produire. 

Si l'on remplace a par a H- K -+- iK', Jîsna se change en 



I 

— H 



snca 

et l'intégrale (3), relative au troisième intervalle [1384], se change 
dans l'intégrale relative au premier, c'est-à-dire dans l'autre type ( i ) 
d'intégrales à paramètre logarithmique : 

h) $(^)iu,a]z= / — , — =: x.D.logS-j a ^^S TTl .' 

^'^ ^ ' ^ incaj^ snc*/i — sii'tt « b s^ y ^ ^S-^fx — a) 

Si l'on change actuellement, dans les formules (a) et (7), a en 
ta, on aura les formules qui représenteront les deux sortes d'in- 
tégrales à paramètre circulaire : 

. , _ /t*dn'ûtn'« r" sn*«^w 

S(«,fly— -,~ I ,_^x/»tn'««sn*« 

(8) { *^° 

TV ^/ • \ * 1 ^(•^-*- '«^ 

=r — X.D.5 ^« 4- — . logr^T r^5 

21 3-(a: — 1«) 

.... , . r" sn'«</« 

^ ^ J^ I — dn*flsn'« 

^9) { a / • > 

=:-..Dj0g^,(z«)--l0g^-^;^— ^. 
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1396. On pourrait traiter de la même manière les intégrales 
des trois autres formes 

/(lu Ç en* n fin r dn^udu 

i-i- n su* u J i-t- n sn* u J t -h n sn* u 

On partirait du cas où le paramètre est représenté par — A^sn^a, 
et, en multipliant ces intégrales respectivement par les facteurs 

dna A-^snticna 

- - » , > dn^ tna. 

tua dna 

on obtiendrait pour chacune quatre formules, dont les seconds 

membres contiendraient le même second terme - loer r~ < f o" 

ceux qui s'en déduisent, et des premiers termes semblables, au 
changement près de Tindice du ^. 

1397. Les seconds membres des formules obtenues de cette 
manière admettent, comme nous l'avons vu dans le § V de ce 
Chapitre, des développements rapidement convergents pour toutes 
les valeurs du module. 

On peut, dans le cas des formules (7), (8), (9), augmenter 
encore la convergence, lorsque l'argument a du paramètre est plus 

grand que — ou — ? en introduisant, au lieu de cet argument, son 

complément R — a ou K' — a. 

On a encore, entre les intégrales (3), (7), (8), (9), les relations 

B («, ia ) ::r_ /S ( M, a ), 

B[iu, a] -- i S(i£, a -f- /K'), 

S(/l£,/fl):^6(»)(tf, a, ^'). 

1398. Donnons encore quelques formules relatives à la forme (3) 
de l'intégrale de troisième espèce, en laissant au lecteur le soin de 
les étendre aux autres formes. 

Si l'on échange entre elles les lettres u et a dans la formule (6), 
on trouve, à cause de ^(a — x)=â{x — a). 



S{a,u)z=ale\H— jt "j — - log 



S-(.r-i-a) 
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En faisant la différence des deux équations, on obtient la relation 

(lo) S(i/, fl) — i/ela = B(flr, i/)--«eli£. 

La fonction S (m, a) — uela n'est donc pas altérée par l'échange 
des deux arguments u^ a. 

Si Ton fait, dans Téquation (lo), a = K, S(a, R) étant nul, il 
vient 

(il) S(K,a) = Ke\a — aE. 

Donc V intégrale complète de troisième espèce s'exprime au moyen 
des intégrales des deux premières espèces. 
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1399. Pour compléter ce que nous avons dit au § Vil de ce 
Chapitre, touchant le calcul numérique des intégrales et des fonc- 
tions elliptiques, nous ajouterons ici quelques Tables abrégées, 
pouvant servir à éclairer la discussion des formules qui dépendent 
de ces transcendantes, et même à obtenir une première approxi- 
mation des résultats. 

La première de ces Tables donne avec quatre décimales les 
valeurs des fonctions du module, c'est-à-dire des intégrales com- 
plètes de première et de seconde espèce et de la quantité y, pour 
les valeurs de l'angle 6 du module, de centième en centième du 
quadrant. 

Dans les cas où le module est très-voisin de zéro ou de l'unité, 
certaines interpolations devenant pénibles ou même impraticables, 
nous les avons remplacées par l'usage des nombres auxiliaires con- 
tenus dans les colonnes a et p, et dont nous allons expliquer la 
signification. 

D'après la formule (7) du u9 1371, le nombre q est déterminé 

par une série très-convergente pour les petites valeurs du module A , 

X« 
série dont le premier terme est -^« Donc la valeur de q est alors très- 
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peu différente de -7^» et son logarithme pourra s'obtenir en ajou- 

tant à log-7T une petite correction que nous désignons par a, et 
dont les valeurs se prêtent aisément à Tinterpolation. 

Exemple. — Pour Q = o*ï, 2J73, calculer logr/ et logy' ( * ). 
La Table nous donne d'abord, pour cette valeur de 6, 

log k r-r log sin 6 1^ ï, 5945, 

d'où 

X*. 
log— —.3,9850. 

On a ensuite, en dix-millièmes, 

a = 339 H- 28 X o, 73 = 359, 
d'où résulte 

log^ = '*^ê>~7: + a = 2,0209. 

Maintenant, M étant le module des logarithmes décimaux, on 
a [1337] la relation 






d'où l'on tire 



^Ool'^O 77 ~ logM»--— loglo-- -: 1,97340. 

et par suite log^'=î,o594. 

1400. Pour des valeurs très-petites du module k, le quadrant 
elliptique complémentaire K' prend des valeurs très-grandes et qui 
varient rapidement avec Ar. Mais on peut en faciliter beaucoup le 
calcul au moyen d'une formule d'approximation, donnée par 
Legendre, et dont nous empruntons la démonstration à une INote 
de M. Darboux. 



('] Il est à peine besoin d'avertir que les logarithmes qui figurent dans tous ces 
calculs numériques sont des logarithmes décimaux, 

•9- 
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Si Ton pose 

y' I -h 5 V ï -+- ^^ ^ 

l'intégrale 

pourra s'écrire sous la forme 



Jo V I 5 \/ I — A' 3 



OU, en ajoutant et retranchant, au numérateur, la quantité 

•* [/fi,X-'l-/,'3,A-'n./: 



Si dans la seconde intégrale on suppose À''^=i, cette intégrale 
se réduit à 




I — ; 



Donc, pour k très-petil et A' très-voisin de l'unité, la seconde 

intégrale différera très-peu de -loga et pourra se représenter sous 

la forme 

I , 



o ^ 



t étant infiniment petit avec A\ 

La première intégrale a pour valeur 



\/: 



-?. . ^/l-h/-'(l-4-^/') 

et sa limite, pour k' tendant vers l'unité, est celle de 

^)fî 3 , ,1 

log-^^t -logo. 4-log-. 
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Donc la somme des deux termes de la valeur de K' peut s'expri- 
mer par la formule 

k • 

S étant infiniment petit en même temps que Â. 

Donc, pour k très-petit, le logarithme de R' différera très-peu 

de loglog-' ^^ s'obtiendra en ajoutant à cette dernière quantité 

une correction (3, indiquée dans une colonne de la Table I. 

Si les logarithmes sont décimaux, comme ceux de la Table, il 

faudra ajouter au logarithme décimal de y le logarithme de — • 

Soit, par exemple, 6 = o*^, o458 ; on aura 

log - = log ( 4 coséc Ô ) — 1 , 7454, 



d'où l'on tire 


u 




loglog--. 0,2419 




log— 0,36-22 




3 .-- 0,0004 



logK' =0,6045 

1401. La Table II fait connaître, pour les diverses valeurs de 
l'amplitude et de l'angle du module, les valeurs, tant naturelles 
que logarithmiques, des intégrales elliptiques de première et de 
seconde espèce. 

Pour les petites valeurs de l'amplitude et du module, l'interpo- 
lation s'effectue plus facilement en faisant usage des valeurs 
naturelles. C'est le contraire qui a lieu pour les grandes valeurs 
des deux arguments, surtout lorsqu'il s'agit des intégrales de pre- 
mière espèce. Aussi avons-nous, pour ces dernières, donné à la 
Table de leurs valeurs logarithmiques une plus grande extension, 
en calculant cette Table pour chaque centième du quadrant, à partir 
de la valeur 0*^,90 de chacun des angles 9 et 0. 

Notre Table étant à deux arguments, et les intervalles se trou- 
vant trop considérables pour qu'on puisse, dans l'interpolation, 
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négliger les diflerences secondes, nous allons indiquer en quelques 
mois comment on doit y avoir égard. 

Soit u =y((p, 6) une fonction de deux variables, dont on possède 
une Table construite pour des intervalles constants des valeurs 
de chacune des variables. Pour simplifier les calculs, nous pren- 
drons ces deux intervalles pour les unités auxquelles les variables 
respectives seront rapportées. Dans le cas actuel, l'unité à laquelle 
seront rapportés les angles (^ et sera le dixième du quadrant. 

Proposons-nous de calculer, au moyen de cette Table, la valeur de 

^0 et do étant les valeurs tabulaires les plus voisines des valeurs (^ 

et d, de sorte que h et g soient des nombres moindres que l'unité. 

En développant, par le théorème de Taylor, l'expression de i/, 

et négligeant les puissances et les produits des accroissements h, 

g", d'ordres supérieurs au second, on aurait une expression de la 

forme 

u =z a -h a /t -h a^h* 

~Ar a^g -^ a\fig 

En donnant tour à tour aux accroissements A, g les valeurs o, i, 
2, et désignant par Umn la valeur que prend u pour h=m el g = n^ 
on pourra déterminer les coefficients «, «', «i, ... au moyen de li^o 
rt des dlfl'érences du premier et du second ordre de la fonction i/, 
relatives à cette valeur. 

En désignant par Aç, ^^^ les différences première et seconde rela- 
tives à la seule variation de ç, par A,« la différence seconde relative 
à la variation de (f et de 9, et ainsi de suite, on trouvera, pour 
valeurs des coefficients, 



az^ u 



00> 



a -- A, A„, ûj — Ae Aee, 



•1 



„ I , I 

et, par conséquent, 



- g[\,- ^ A„) . 
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Pour résoudre le problème inverse de calculer Tun des argu- 
ments, connaissant l'autre et la valeur correspondante de la fonc- 
tion, on se servira de la même équation, dont on pourra obtenir la 
solution par approximations successives. 

Exemples. — I. Calculer F (cp) pour (^ = 0*", 7444 ^''^ = 0*' 76778 . 
En prenant ^0= 0*^,7, O© = 0*^,6, on formera le Tableau suivant 
des valeurs tabulaires de F( y) et de leurs différences : 



1,2575 i,3ii8 1,3664 
1,4939 1,5886 



i,7l8i 






Diff. r« 2364 
2542 


543 
947 


546 


Diff. 2- Aç.= i78, 


• 


A^=3 



Aç 2364 

-Î('-^')A„- 49 

^^.1 3i4 

A corrigé .... 2629 



«00 1,2575 

A corr. X /i . . 1 167 
Af corr. X g ' . i^^ 



li. 



A ^-0,444, /?' = 0,778 



--(^—g)^ 



543 
o 



Af corrigé .... 543 



4 



i,4i64 



Les Tables de Legendre 
donnent 



^• = 



i,4«^o 



II. Étant donnés = o*ï, 56*21 et logE((p) = î,8o65, trouver la 
valeur de cp. 

Ici yo = o',4, 0o = o*ï,5, g^ = 0,621. 



Valeurs. 



î,7844 
8740 

9448 



7799 
8669 



7757 



g\i"' 



896 
16 



880 



Diff. 1' 



896 
708 



-45 
— 7ï 



-42 



Diff. 2* 



— 188 



-26 



2 ^' 



- 45 
I 



u. 



— «00 

— A^corr. x^ 



T,8o85 

1,7844 

29 



Reste = R 



25o 



R_ 



o,28ii 



A^ corrigé — 46 



L^inconnue h est donnée par l'équation 

A = J + illuAl ^ ... 0,2841 -/*(i-//)x 0,1078. 

En prenant pour première approximation A = 0,28, d'où 

/*(i — ^)= 0,2016, 
on a, pour seconde valeur approchée, 



// r= 0,26?. 5. 
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TABUB I. ~ FonolîoiM du moduto. 



lO0i 



3,1961 

497" 
6731 

7979 

^,8946 

â,9736 

I ,o4o3 

0981 

1489 

T.1043 
3353 
3737 
3070 
3387 

7,3683 
395^ 
4314 

4456 

4684 

1,4900 

5 104 
5299 
5484 
566o 

7,5838 
5990 
6144 
6393 

6434 

7,6570 
6703 
6S38 
6950 
7068 

7,7181 
7290 
7396 
7498 
7^97 

1,7693 
7/85 

7874 
7960 
8044 

7,8135 
8304 
8380 
8354 
8436 

7,8495 



logiP 



O? 
00 
01 
0% 
03 
04 

OS 
06 
07 



09 

10 
11 

la 

13 
14 

IS 
1€ 

V 

18 
19 

ao 
ai 
aa 
a3 
a4 

as 
ac 
a? 



as 

10 

11 
la 

14 

IS 
16 
\7 



1 

ha 

h4 

^S 
hS 
►7 



so 



^-0 
1 



1>*8K 



o, 

1961 
1961 
1963 
1964 
1965 

1968 

«97« 

«97^ 
1978 
1983 

1988 
«994 

3000 
9007 

aoi4 

3033 

3o3o 

3039 
3049 
3059 

3069 
3081 
3093 
3105 

3118 

3l3l 

3146 
3160 
2176 

3193 
3308 

3335 

3343 
3363 
3381 

33oo 

3331 

3343 

3364 
2386 

240Q 
3433 
3458 
2483 
3509 

3536 
3563 
3591 
3631 
265 1 

3681 



locK' 



log — 



o 
o 
I 

3 

4 

7 
10 

i3 
«7 

33 



39 

•à 

61 

6 



$8 
98 

108 

130 

i3i 

144 
157 

170 

184 

\% 

33o 

347 
364 
383 

3oo 

320 

339 

36o 
38i 

403 
435 

48 

^2 
96 
33 

548 

574 
603 

63o 
659 
689 

720 



1 ^^' 
loc_ 



logy 



3,3992 
335i 
35o3 
3750 
399 « 



i' 



Min 
4458 
684 

906 
124 

9,5338 
5549 
5755 
5959 
6159 

3,6356 



logy' 



9 
i3 

>9 

36 

34 
43 

54 
65 

77 
io5 

131 

i38 
i56 
175 
195 

3l6 

338 
263 
386 

3l9 

339 

367 
396 
436 

458 



i 



90 
34 
559 

5q6 
633 

672 
713 
753 

It 

884 
930 

978 
1037 

1077 

1139 
1183 
1336 
1393 
1349 

1408 



logE 



1961 
1961 
i960 

19^9 
9^7 

1955 
1902 
1948 

■944 
1940 

1934 



1916 

■909 

[901 
1893 
1884 
18-5 

i865 

1854 
1843 
i833 

(830 

1807 

'794 
1781 
[767 
17^3 
1737 



:? 



731 

o5 

671 
654 

636 
617 

59e 
578 
558 

(537 
i5i6 
1495 

& 



w 



'À 

38o 
355 
33 1 



i3o5 



locE' 



logE' logy' 



0000 

ooo3 
0009 
0019 
oc3i 

0046 
0063 
oofti 
0100 

0133 



•4^ 

>i6r 



oié8 
0193 
021 
034 

0373 
o3oi 
0339 
0359 
o388 

0418 
0^48 

0479 
o5io 

0541 

0573 
o6o3 
0635 
0666 
0697 

0728 
0759 
0790 
0831 
o853 

o883 
0913 
0943 
0973 

1003 

I033 
IO61 
1089 
II18 

ii46 
1173 

1300 
1337 
1354 
1380 

i3o5 



logE 



0,fl000 

7,61 3 1 
5578 

5174 
4840 

1,4547 
4381 
4o35 
38o4 
3585 

7,3376 
3.74 
9918 
3287 
9602 

7,a4i9 
3340 

306 i 

1890 

«7»9 

7, 1548 

i38o 

1919 

1045 
0879 

7,0714 

0J48 
o384 
0319 

7,oo54 

3,9888 
9^33 
9557 

9390 
9333 

9,9o55 
8886 
8716 
8544 
8379 

9,8198 
8033 

7846 
7667 
7486 

9,7304 

7119 
6939 

6743 
655 1 

9,6356 



\oZq 



log 



3K' 



:r 



5474 
4894 
4516 
4997 

3989 
3786 
36o6 
3446 

3399 

3i65 
3o4o 
9933 
9814 
9711 

96i3 

9590 
9439 
2347 
2366 

9188 

9114 

9049 

1972 

1906 

1841 

'779 
1718 
1660 

i6o3 
1548 

% 

I9( 

[9! 
905 

169 

119 
[078 

io38 

998 
900 
933 

887 
859 

8lT 

784 
759 

790 



1 'K 
log — 

TT 



^ 



O 

o 
1 

9 

3 

5 

7 
9 

19 

i5 

>9 
93 

96 

3o 

35 

39 

44 

49 
55 

60 
66 

i\ 

9" 

97 

104 

II 

18 

95 

i33 

!s 

55 
i63 

V 
9 



l 



903 



911 

919 
938 

336 
344 

353 
361 
969 

394 



i3 



logK' 



0| 

00 

7435 
6855 

1% 

5951 

5747 
5568 

5407 

5960 

5i26 

5ooi 

885 

,775 
1679 

45^4 
4401 

4393 

4308 

4397 

4i49 

4oo3 
3934 
3867 

38o9 
3740 

3631 
3564 

3509 
3456 
3404 
3354 
33o5 

3358 

3211 

3i33 
3o8o I 

3039' 

3999 
2960 I 

3931 

3884 

3848 
3813 

3713 
3681 



ïocK 



TT 

3 



100 

99 



97 

96 

9S 
94 
93 

9a 

91 
90 



87 
86 



84 



81 

80 

79 

78 
77 
76 

7S 

74 
73 

7a 

71 

70 
69 



67 

66 

6S 
64 
63 

6a 

61 
60 



S7 



ss 

S4 
S3 

sa 

SI 



B 



Pour k très-petit : 



log y = log 



16 






logK'= log Hog-^ j -+- logi -+-^, 



logjg = 3,7958 8003; 
logM*îr« = o,36fjS 6837 j 



log — = 0,3633 1569. 

M 



log^ j 



0,0000 

1,9900 

99 »^ 
999^ 
999» 

7,998; 

99S1 

9974 
99^^» 
99^6 

7,994^ 
9935 
99*3 

P94 
7.9878 

9^43 
98 .'4 
9804 

■.9/8^ 

97^9 
9735 
9710 

1,9656 

9627 

9-'»97 
9566 

9533 

7,9499 
9463 
9i37 
9388 

9349 

1 ,9308 
9965 
9221 

9» 75 
9138 

7,9080 
9039 

8977 
8933 

8b08 

7,8810 
8751 
8690 
8637 
8563 

7,8495 



logit 



-jj 
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TABXaB XX. — XntésT*!®* ^^ première espèce. 



3o3 






Efa 

II 
3 
«> 



O 

u 

3 

es 

S 



9 
o 



a. 
II 



« 

s 
2* 

s 

es 
ta 

o 

t 



aiiirf=^ 


<9=0?0 


o?x 


o?o 


0)0000 


0,0000 


1 


i57i 


1071 

3i43 


2 


3l43 


3 
4 


4713 
6383 


6293 


0?5 


0,7854 


0,7872 
9154 


6 


94-25 


7 


1,0996 


1,1039 


8 


3066 


3636 


9 


4137 


43l5 


x?o 


1,5708 


i,58o5 



0,0000 
1571 

3i46 
4p8 
6330 

0,79^4 
9540 

1,1168 

3807 

4454 

i,6io5 




ainn = f 

X 

a 
3 

4 

6 
7 



XÎO 



fcO?0 



>'»i96i 

§?; 

7983 

7,8951 
9743 

0,04 13 
099^ 

i5o4 
0,1961 



o?» 



196a 

7988 

8961 

9756 
0420 
ioi3 
i538 



o?a 



1963 

4978 
6747 

8007 

8989 
9795 

0480 
1074 

1600 



1988 3069 



0?3 



1965 

4986 

6765 

8o38 

9o36 
9860 
o564 
1178 
1733 

3308 



0?4 



196 

67Ô7 

8077 
9097 

9947 
0680 

i334 
1897 
3409 



ainK=? 17=0790 
0,3745 



0^90 
9X 
92 
93 
94 

0^99 

96 
97 



99 

x?oo 



3877 
4012 

4 «48 
4287 

0,4438 

j569 
[710 
85 1 

I990 
0,5 136 



0?9X 

3793 
3930 
107 1 

3l5 

|363 

;5ii 
663 
i8i3 
4965 
5ii4 

5360 



0?92 

3839 
398a 
i3o 
1381 
l436 

595 

1757 
1921 

5o85 

5348 

5407 



0?93 

3883 

|033 

ii86 
345 
|5io 

4680 
4855 
5o33 
53i3 
539a 

5568 



0?94 

3933 
40^8 

I3J9 

,407 

i583 

765 
955 
5i5o 
5350 
5550 

5747 



I 



0?5 

0,0000 

'574 
3167 

4800 

6491 

o,8a6o 

1,01 a4 
3093 

633^ 
i,854i 



0?6 

0|0000 

1575 
3176 
4829 
6563 

0,8.4 II 
i,o4o5 

4939 

7481 

3,01 33 



o?» 

OfOOOO 

1576 

3i83 
4856 
6633 

0,856 I 

1,0700 

3ii8 

5886 

9038 

3,3435 
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3189 

4878 

6690 
0,8693 

«,0971 

3664 

696A 

3,1094 

3,5998 
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1577 
3193 
489a 
6739 

0,8781 
1,1169 

4097 

3,ii^5 
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0,0000 
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0,88 §4 

1,1342 

4268 

8427 

2,5421 
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81 33 
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k0o5: 
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i5i3 
3139 
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'973 
5oi8 
6838 
8171 

9248 
♦0172 

0995 
1743 
2436 

3o39 



0?7 



«975 
5029 

6863 

8217 

9335 

»0394 

"79 

3010 

3794 

3509 
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5o37 

6883 

8355 

939» 
«o4o3 

i356 

2295 

3343 

4^49 
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5o43 
68q5 
8380 

9436 
*o48o 

i49ï 
a546 

3745 
5i36 



x?o 
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5044 

6899 

8388 

9453 
*o5o8 

i544 

3655 
4o53 

00 
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3960 
4120 
4288 
4465 
465i 

4848 
5o55 
5273 

5497 
5735 

59S1 



0?96 

399" 
4157 

4333 

fvl 

4926 

5i52 
5395 
5654 
5921 

6188 



0?97 

/.017 

4187 
4368 
4561 

4769 

4995 
5a43 
5517 
58i8 
6145 

6477 
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|o36 
laio 

396 
|595 
4813 

5o5i 
5319 
5636 
5o84 
6401 

6855 



0?99 

4o48 
4334 

44i3 
616 
840 

5o88 
5373 

6683 
7435 



! 
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Îo52 
339 
4418 
4634 

4849 

5ioi 
5391 
5738 
6184 
6854 

00 







TABXA XXX. — Xntégralei 


de teoonde espèœ. 


m 


am»=f 


0=O?O O^X 0?2 0?3 0?4 


0?5 0,''6 0?7 0^8 0?9 X?0 


S 


o?o 


0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 OyOOOO 

1571 1571 1570 1569 i56q 
3143 3140 3i37 3i3i 3134 
4713 4708 4696 4678 4654 
6383 6374 6347 6304 6149 


0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
i568 1567 i566 i565 i565 i564 
3ii6 3io8 3ioi 3oo5 3091 3090 
4628 4601 4576 4557 4544 4540 
6087 6024 5966 5919 5888 5878 


5 


s 

e 
S 


*'l 


0,7854 0,7836 0,7285 0,7704 0,7600 
9435 9306 93 13 9179 9006 

1,0996 1,0953 1,0838 1,0637 i>o365 
2566 a5o7 2333 2o53 i685 
4 137 4060 383 1 3463 2974 


0,7482 0,7360 0,7246 0,7153 0,7092 0,7071 
8806 85q8 8401 8237 8129 8090 

1,0060 97^6 9423 91 56 8973 8qio 
i25o 1,0783 i,o3i5 9907 9617 9311 
3391 1751 1102 i,o5o7 1,0057 9877 


> 


lîo 


1,5708 1,56 11 1,5326 1,4864 1,4248 


i,35o6 1,2681 1,1826 1,1011 i,o338 1,0000 


• 


amtt=f» 


(9=o?o o?x o?a o?3 074 


0?9 0^6 0?7 0?8 0?9 X^O 


oîo 


» » » » » 


»»»»»» 


•0 

8 






1,1961 7,1961 7,1960 7,1958 7,1955 
4921 4970 4965 4957 4947 
6732 6729 6718 6700 6678 

7982 7975 7956 7926 7888 


7,1952 7,1950 1,1947 7,1945 7,1944 7,1943 
4936 4925 491 5 4907 4002 4900 
665/i 6628 66o5 6587 6575 6570 

7844 7799 7757 77^2 7700 7692 




^Ï 


7,8951 7,8941 7,8913 7,8867 7,8808 
9743 9729 969» 9628 9545 

0,041a 0,0095 0,0345 0,0264 0,01 56 
0993 0072 0011 0811 06^6 
i5o4 1480 1409 1291 iiâi 


7,8740 7,8660 7,8601 7,8545 7,85o8 7,84q5 
9448 934 A 93^3 91 58 9100 9080 

0,0026 9884 974^ 9617 9530 9499 
o5ii o,o326 o,oi35 9959 9831 978a 
0931 0701 0454 0,021 5 0,0024 9946 


i 


*?o 


0,1961 0,1934 n,i854 O11721 0,1537 


0,1 3o5 0,1 o32 0,0728 0,0418 0,0144 0,0000 



3o4 LIVEE VI. — CHAP. IV, § X. — TABLES DE PONCF. ELLIPTIQUES. 

Une troisième approximation donnerait 

h z^ o,2634t 
d'où Ton conclut, pour la valeur cherchée, 

^ z= 0*1,4^63. 

Les Tables de Legendre donneraient ci*=:o*',4257. 
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